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£er crftc, ant^nu'tifcbe I^cil tiefer Sdjrift ift fc^en 1857 erfdjieiicn, tie ^wifd^enicit ^abe 
icb bcnuBt, um au« metucr in früheren Jlbbantlungen tavgefteUten ?lnficbt über ta« 5iegatiee unb 
imaginäre einige practifcbe Ccnfeguenjen ju sieben. Sd entftant tie in ben Schriften bcr 
X^aitjiger Otaturforfchenben (■'hefetlfchaft befinblithe Stbhanblung : Stuflbfiing ter fubifcben ßSleithuiu 
gen turd) irigoiicinetrifcbe giincticnen be« Streife« iint eer ^hperbel, 1801, nebft lafeln ber 
hhperbclifchen Seftcren unb ter l'ugarithmen ihrer Sinu« mit ßcfinue, 1802; fc ift audi eine 
jmeite iKrbeit eutftanben, roelitc auf tie 3 ntegrafrechnung unb baturch auf ticlc Probleme bcr 
aitechauif nicht ohne (iinfliic bleiben bürftc, unb mclche gleichfall« in ben Schriften ter genannt 
teil (SefeUfcbaft einen iUats cinnchmen mirb unb fchon unter ter itreffe ift. 

sBebcr icb iu meinem gegenmärtigen iOermurf übergehe, will ich "»«h t^ei Stellen 
meinet früheren Jlbhantlungen eine Slcrbeffcrung anbringen. 

1) 3n ter 1845 bei Stabil« crfcbicnctieii Schrift; lieber bic Slnjahl ter ©lieber in ben 
Summenformeln bcr arithmetifchen, geometrifcbcii unb hnTWemifthen ilregreffionen h«!"; i<h 
pag. 18 beiläufig gefugt: „Um eine fclche ßuroe 511 erhalten, beten Orbina|cii bie SteUter- 
treter ber oerfchicbenen Summen bei ben arithmetifdjen fHeiben fiiib, cenftruire man fünf ober 
ber Symmetrie voegen fcch« gerate «eget, oier, bei teilen ber SLOnlel an bcr Spißc 11 unb 
einen ober jmei, bei beiten ter ‘HOintcl an ter Spi^e 180® — u ift. ^l«bann nehme man 
brei auf einanbet fenfrecht ftehente Stäbe, Xx, Yy, Zz, iDclcbe bic ächfen ber fech« Siegel ioer> 
ben feilen. Ueber jebeö ter fcch« («iitcn ter Stäbe jiehe man einen Segel, fo baß bic SpiSen 
aller Segel in einem '^iinfte fid) bereinigen, niib tie beiten Segel mit tem ^infel 180® — u 
an tem Stäbchen Yy befeftigt finb. liegt man nun eine (Sbenc, parallel mit ter ©runtflächc 
eine« bet beiten lehigenannten Segel, fo wirb tiefe (Sbene auch tie oier hcrumliegenten Segel 
mit tem SOintel u fchnciten unb bcr boUftänbige Schnitt ift ein Srei« mit oier gleichfeitigen 
.^pperbeln, bereu Scheitel in bcr 'JScripherie te« «reife« gleich weit oon einantcr entfernt liegen 
unb beren %tarameter tem Turchmeffer tiefe« «reife« gleich fi'<b." Sber tie löehauptung, baß tiefe 
5 hP«beln glcichfeitig fiitt, ift nur bann richtig, wenn bcr ©infel u = 90® ift, wcoon 
man fich leicht über)ciigcn fann. 
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Fig. 10. 



2) 3n t>er eben crroäljntcn ©djrifi über eie Jluflbfung ber fubt|e(jen ©leidjungen ^obe ic^ 
im »nötige pag. 47—49 einen jmar ftrengen, aber eticae »eitiäuftigen ©emei« o^jne 3nte^ 

graltec^nung tafür gegeben, tafe bet j|>mptotifcbe 9i»itm ACUO = c* . lx»g ift. 3«^ 

^bffe, bu§ feigenber ©emeib »egen jeiner (Sinfac^^eit meljr }u|agen »erbe: 



Die ^a^len 1, d, e, t, . . . p, q, r, 8, I, ii mögen um gleid? Biel, nämlicb um uncnblic^ 

»enig, um o oen einanber berfi^ieben fein, fc ba§ d = 1 + e = d H- ober 

t = u — g = t — i ift. 

Da Log t = Log (ii — ^ = Log u H- Log 

= '■»«“- r(l)'+ 1 (j)’+T (I)' + ■ ■]. 

fc ift mit ©ernac^tägigung ber ^ö^ern 'fiotenjen Bcn i niebt blcp: 

= Log n — Ix)g t, tenbern audi 

— = l>)g t — Log g, 

i 

— = l.og g — l»g r 




'JJuH fei bie Slfqmptcte oen C bib L' in unenblid) ciclc gleiebc l^eilc jcrlegt, jeber = A, 
nämlicb CD = DE — EF z= FG = . . . PQ = QR . . . = TU = A. gerner mögen 

bie Slbfciffenlinicn MC, MD, ME MtS, -MT, MU fucceffioc mit c, D, E, F .... R, S, T, U 

unb bie ^ablen, »eldte ihre Vänge, nach c gemeffen, angeben, mit 1, d, e, f, g .... q, r, g, t, n 

A ft 

be^eidjnet »erben. JliKb fei — =z <1. Die etUfpreefienben Crbinaten unb bie ^ablcn, »cleb« 

ibre Vänge angeben, mögen mit benfelbcn, aber mit geftricbenen ©uebflaben beranfcbaulidtt »er= 
ben. Dann ift bcfanntlicb: 

U . U' = c*, T . T' = c*, D . D' = c®, ober u . n' = 1, t . t' = 1, g . g' = 1, 

i^nblicb mögen noeb bie aufeinanber folgenben afbmptrtifcben, uncnbli<b Heincn, alb 9?etbb 
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edt }u betrad^tenben iRäumc (loifd^en jtoci benac^bortcu, an i'inanccv liegenbcn Orbinaicn mit 

(CD), (DE), (EF) . . . (RS), (ST), (TU) aiuigcbrüclt metben. X>ann ifi 

i 

(TU) = A . U' = c* . «J. u = c» . — 

1 

(ST) = A.r = = c».— 



(DE) = A.F; = = cS 

(CD) = A .D = oVt^.d' = cä 



e 

i 

• d 



SÜfc ifl bcv flaiiäf afbtnptotijcbf )Rai)m ACUtt = A 

, /i s i i i i\ 

= c*. I — »-••• -r-t- — -H-j) = 

\ u t » t e d / 



1.0g u. 



»utj, te i)t A = c’ . Ix)g (— y 



'Jllan fucbt bibmetlt'ii ^cmcitcn bidcr sHrt baburtp eine noip grögere S(bärfe juicmmeii 
ju laffen, ba® man bit uncnblicp (l«tm-n ^Kaumc (CD), (DE) . . . nicht ale 9iec(?tcrfc, (onbern 
al» Irapejf anfici^t. Db^leicp icb bicice Hiebt für notbmciibifj baltf, fo miU ich noch roeitet 
“ttb annepmen, bafi cvft bie uncnblicb Ilciiien TpeiU »on (CD), (DE) . . . iHfcptcdc finb. 
,*(u bieftm ^»<dc jcrlc^f man ctma bic uncnblicb Heine ©treefe TU = A necpmale in 
unenMicb biele cn) gleicpe Zpeile, fp baj bie aut biefe ©trede TU (icp be^iepenben abfeiffen, 
icp meine bic mclcpc ipre Vängen angeben, alle bie tHbiciffni)aplen, finb: 



MU i -2 i 

= 11 , 11 , u — 

c n II 

unb bic cntfpiecpenben C tbinateinoplen : 

1 1 1 

u' i' 2 S' 

u — — u — 

n n 

1 1 1 



u — 



3 i 



1 



3 t' 
u 



obtr 



\ n u/ \ n 0 ' > n u/ \ u / 



1 



3 ^' 



. MT 

U — 0 = 

c 



“Dann i[i, menn ^ ^ = v gc(e^t mirb, roo aljo v linc unenblirt? Heine ^^^r6fee ter ^tneiten 

£)rbnunß bebeutci; 

' u all — y 1 — 2y 1 — 3v 1 — nvj 
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- -I' 

u n l 



y - 4 - y* H 

I -h 2 y 4 y* 4- s yä 4 
1 -+- 3 y 4- 9 vS + 2 7 ys 



1 4 - II y 4 - II* »* 4 - II* ”* 4 - . . . 




= c* . (I^)g u — I»g t). 



Seil nun ebciife (ST) = e* . dvog t — Log ») 
(RSI =: c® . (Log ä — Log r) 



(DE) = c* (Log e — Log d) 

(CD) = f* (I»g d — Log 1), 

(c ift A = c* . Log II = e* . Log ^ 

Diei'er jrocite Söeipei» fcbeiiit i?aiij firciifle ju fein, mit cciinttl) ift tem iiicbt (t. Denn 

II® 11® II® 

e« ift 1 4- 2 4- 3 4- . . . II = "ö — o”« 

l 4- 2*4- 3*-l- ... n®= - 4- 4 - r nur md)t = . 

.4 2 1) 3 



Säbrent aber tev crfic ^Jcioei« nur bie auf uiieiitlid) tleine l^töSeii ter (Weiten 0vt 
nuiifl eycliifite (u terbürgen ift, ift cic iMidiiigJeit bet sweitcii ®eweife« ju oerbürgeii bi« 
auf unenblid) Meine ts^rbfeeii ter (Weiten Crtnung in ein fite. 

3) 3n tetfelben Sdirift über tie fubifcbeii l)*leicbungen pag. 7 habe icb einen etwa« f*wer= 

r® X 4 - y 

fälligen öewei« tafür gegeben, ta& aueb A= . Ixig ^ ift, wo r = MA, x =: MW, y =. WO. 
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^icr ift ein bcflevcr Öftpcib: 'JÖJan ectliinflere l’O bie B, je fietjt man jeglcicb, ba§ 
ift. Unt »eil M = 4ö® ift, fe ift aiicb B = 45* = 0. SDIit^in 

c MA r 

ft 

T'a cnclirti MC = v z= AV, jo ift c* =: ^ iinb 



ift BW =. OW = y imb ^ = 

r* , X -H y 

A = ^ . 1.0g . 



_ x+y 
r 



Jlud) febeint c« mir niebt uiigebörig ju fein, — bic mir in Jöcjug auf meine frübtm 
®<briften geroerbenen Sfnerfennungen eerf*»eigenb — »cn bem, »ae gegen ben erften (aritb« 
metifeben) «teiner ■Jlrbeit mir 511 iScficbt gefemmen ift, bae ©ebärffte mit;utbeilcn. 'I>er 
geneigte Vefer »irb bann um fo Iciebtcr ein unparteiiftbee Urtbeil über ben nen mir bebanbeiten 
®tcff fällen lennen. 3n einem an mich gcriebteten Sebreiben bem 20. iWai IBOO bfifet t*: 

J?ie grcßc Münftlicbfeit ber (frflärung an einigen ©teilen ftbrt miib. ®c j. Ö. 30 

bei ben l£brli(bbn nnb 3 **t'bb“ltgen. 3 <b glaube faum, baß man überall je ine 'tJetail geben 
fann, »ie ©ic eb tbun; gerabe bei eingefleibctcn Slufgaben, »e een x 'Jllännern, y SBeibern, 
z Sinbern le. bie SRcbe ift, febeint mir biee aue felgenbcn O'rüitben bebcnflidf. ^ur tlbfung 
einer eingefleibeten äufgabe geboren j»ei Cperatienen; bic iöilbung ber tfbleicbung nnb bic läufä 
Ibfung berfelben. 'Mur eie lebiere Cperatien ift ©aepe berSllgebra, unb bie Sllgebra fragt niept 
unb bat au(p niept ju fragen, eb in ber ti^leicpung x* -+- tix* = 3920 (§ 30) ba# berfom> 
menbe x 'Jiericntn ober feiift »ae bebrütet; für bie Sllgebra ift x eine abftrafte 3*^1 
nitpte »eiter; »ill fitb Jemanb unter x irgenb et»ae tSenaeteb bcrftellen, je mag er bae auf 
feine iMcepnung une (jeefapr tpun, ober er maebe bann and) bic Sllgebra niebt für etmaige IM*, 
nepanäen oerantmertlid). — 3 cb jcplieBe b'i'taue, bag jelcpe cenerete ©eutungen bee Siegatioen 
unb imaginären mit einem bebeutenben tSrabe ber SUillfübrlicbfeit bepaflet finb nnb ba§ überpaupt 
nur im ©ebicte be« Slbftralten eine ftreng »iffenjcbaftlitbe I^eutung negaticer unb imaginärer 
*)ablen (niept örbBen, beim biefe fiitb »eeer pefitic, ncep negatie, neep imaginär) gegeben 
»erben tann .... ■. Cie er»äpnte 'SlMllHipr tritt antp bei ihren Cciitungen fepr flar per« 
»er. in § 2 B fagen ©ie felbft, man muffe eine anbere (finflcibung »äplen, um bie ©aepe 
annepmbar }u maepen; nun ift aber febe (äinlleibung, »ie überpaupt febee Jileib, ct»a* »ill« 
füprlicpc*, unb bann paben ©ie bcep eigentlicb niepte »eiter ge»onnen, alb bap ©ie j»ei ocr« 
fepiebene Slufgaben (benn Haufen unb in Jutter geben finb ^»ei oerfepiebene ipanblungcn) 
neben einanber ftellen, »eltpe beibe ju berfelben guabratifdjen öMeiepung füpreii unb wobei ©ie 
bie eine löurjel für bie eine Slufgabe, bie anbere für bie aiibere benupen." 

'Mur wenige SSHorte »ill icp bem geeprten iBcrfajjer bee söriefee erwibem. tie oerftept 
fiep bon felbft, bap nie bie ganje Slufgabe mit iprer (Sinflcieung bon ^terfonen, S5iep, @elb unb 
berglticpen in bie ©leicpnng gebraept »erben lann unb fotl, fonbern nur ipr wefcntlicpcv inpalt, 
b. p. aufeer ben aue ipr abfirapirten .^nplen nur noep gewifje gleicpfalle abftrafte löegrijfe, Ctigen« 
fepaften ober ©ejiepungen ber in ber Slufgabe oorfommenben '^atiblungen ober öegenftänbe, 
»eltpe ^aplen unb ©egriffe junäepft in cem ©iime ju bcrftepen finb, »ie alle SDelt fic oerftept, 
im pojitioen Sinne. (SMebt bann bie Äuflcjung für x etmae 'Mcgatibe* ober imaginäree, fo 
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(a( man jujufel^en, ab nid^t icne ,')aplen iinb bie bamit in '^erbinbung ftc^cnbeii Ergriffe auc^ 
aie iReprä|cntantcn bei Aufgabe einen coUen obei Ifalben (^egenfa^ julaffen. So finb $ie^ 
faufen unb iÖtcl> auf bie fficibe geben uid?i nur oerfctiicbene :panblungen, fontein für bie 
Bufgabe in § 2H ganj emgegengefetse begriffe, bie ba^et füglie^ mit -i- unb — ju bcjeidjnen 
flnb. Sb »iib ferner in § 30 na* ber Bnjal^t bcn "Perfonen gefragt, bie in einem beftimmten, 
elfilicben Sinne ^anbeln; fiiibet man nun au§er bcm Obuugeteeifc in öetraebt tommenben pofi= 
tiben Sertbe neef) für x eine cbmplejte !■’ ^^be id^ mi* nit^t gefc^eut, ba« bartn portbm* 
ntenbe '^icgatibc mit uncl^rlicb unb ba» Jmaginäre mit jmeibeutig ju be}ei*nen unb bemgemä§ 
bie Deutung unternommen. Daft bann bei prattifeben jlnfgaben mitunter eine fünftlic^e Bus 
legung )um ^orfebein fommt, ift nitbi ju oermeiben. (£ben beebalb babc icb an einigen SteUen, 
um bie anbem, nicht pofitipcn Buflbfungen annehmbarer ;u machen — beim fo bube ich 
fogen mcUcn, nicht annehmbar ju machen,*) — bie Bufgabc ielbft auberb aubgebrüdt- iDIeine 
fDfeinung ift aber ftete gemefen unb ift eb auch noch, bag mit menigen Buenahmen, über bie ich 
mich )um Xbeil crflärt habe (§ 7, pag. 6), ober noch erflären merbe, fämmtliche Buflhfungen, 
bie eine ©leicbung ergiebt, ju ber einen Bufgabc, welche ^u per (i^leichung iDeranlaffung gegeben 
bat, gebbren. 

Ober mit anbern B)orten: BUerbtnge bot bie Blgebra ee )unäcbft mit ber Buflbfung ber 
Gleichung }ii tbun. 3ft biefe aber ooUjogen, fo wirb man wohl nicht umhin fbnnen, ju prü 
fen, ob bie gewonnenen diefultatc )u ber Bufgabc, welche per Bufftellung ber iSleicbung ^eraiv 
taffung gab, paffen ober nicht. Ijiat man nun für x etwa« 'Jiegatipc« ober 3maginörc0 gefun- 
ben, fo wirb man ju bebenfen b>>ben, ba§ biefe« x, mag e« eine Bnjabl oon Icbenbigen 
ffiefen ober pon leblofcn Sachen borfteUen. nicht abfolut, nicht als eine wirfung«lofe ajfaffe auf* 
(ufaffen ift, fonbern bag bie fogenannten unbetannten (prüften al« nach einer gewiffen iKichtung 
bin banbelnb ober leibenb, ober al« in gewiffen ©ejiebungen ju anbern gleichfall« in ber Buf 
gäbe Dortommenben lOegriffcn ftebenb auf treten; man wirb }u unterfuchen haben, ob bie oortom^ 
menbe ^anblung«wei[e ober iBejiebung nicht eine« mehrfachen, namentlich be« poUen unb b>ilben 
©tgenfabe« fähig ift. Unb wenn bie« ber gaU ift, fo wirb bie Deutung ber fonft meiften« nei' 
Worfenen negatioen unb imaginären Buffbfungen ftet« gelingen. 

Stur), auch ich bejiche ba« 'diegatipe unb Omaginäre nicht auf bie concreten Dinge felbft, 
fonbern auf bie abftratten (Segenfäbe, welche ftcb unb fofern fie fich im läoncreten oorfinben. 

:BSenn ich nicht«bcftoweniger an einigen Stellen bcr Bbbanblung oon negatioen unb imagi« 
nöten @rb|en gefprochen b«be, fo ift ba« al« eine abgeKrjle Webeweife }u betrachten, bie ich, 
Wo fte oortommt, ftet« foigfältig erläutert habe. 

Danjig, ben 10. SKärj 18U3. 



i0tr Verfafftr. 



*) Sin anbten Thndfeblci von gccingccn Bcbcutung begnbet gw « n pag. to, 3<<>< >* 3t*tt 
- . - mag e. beegen - = j 
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A. ^ufgalten, bei benen metflend eine quabratifcbe Gleichung 
)um ®runbe liegt. 



§ 33. 

asfte Aufgabe. Sectio aurea. in'ii bcr Vinit AH = a (cU bcii H au« ein ®tücf 
BC = X loeogciicmnu’ii werten, »elcbc« tie mittlere '^trepcrticiiale jroiit^eti bvm 9Jcftc AC 
unt rer ganicn tfinic AB Jei. 

auflbjung. Cre ift x = — ®±|/a*-t- (“) , abcrx = — a*-4- 

wirb unter Sintern oen i<rof. steppe i iHanimirtrie § 2(53) eerwerjen. Ad? aber »ctroerfe nit^tS, 
tentern fage; 

iSonftructien. iötan macbe AB =: a unt A F =: * fenfret^t auf AB. Jragt man 

£ 



nun, roie weit F ten B entfernt ift, fc ift tarauf niebt nur tie gcwöbnlitbe Slittwert jit geben: 
FEB = -4- y*' a® H- fentern aud) felgcntc bieder meiften« übcrfd?enc Slntwert: 



FG...HB; t. b- unt ton F bi« B gelangen, tami idi aud) auf ter unbegrcnjten unt 
felglid) unentlicbcn, in fteb gefcbleffenen gtraben Vinie, tie ftben 'Dtancber ter mir alt einen 
jfrei« mit unentlicbem 9tatiu« ficb getaebt but, ten 48eg ton F über G einfcblagcn unt in 
tiefer 9tid)tung immer fort geben, bis icb über H nach B fomme. Sejeiebnet man ten S3cg 
Den F über G H B bie F, weltbeii icb eine ocUe Unentlitbfeit nenne, mit tem befann=^ 
ten ^eicben oo, fi5 (ann mitbin tie (Entfernung ten F bi« B autb autgetrüdt Werten turd) 

oo — F K B = oo — a* -H { , wofür ebne Weitere« — |/ a* + ju feben ift. 



Tienn ta ticemal ter (J^atig dcii F über G nacb B gefebeben feilte, mit taber tiefe 9iicbtung 
tie pofitite genannt werten mu§, fo ift tie ftellDertretente tRitbtung ten F über E iiegatiD 
ju nennen. 

'J)Bt anteren ffiorteu: 'Jiaebbem tie l;inien AB unt AF getegeii fint, feil man notb eine 
gerate Vinie Don F nad) B jieben. ©er fiebt aber nitbt ein, lag tie« auf jwei Slrten aiiOge* 

1 



Fit;. 



1 . 
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fü^Tt lotrbcn fann? Einmal hnn i(^ cie V!inie eon P übcT K na(b R (tflcn, toobci i<b fagcn 

TOctK, ba| F R = -b- a* H- (;)■ ift; bann aber fann ic^ bic )u jit^nbr i'inic mit bcm> 

frlbtn t);ccT(ti((^(n 9f((^t( au(b orn F über G ^inaub bib nadt H unb R führen. X>ocb bafäi 
(affe i(b f'* 'iJvayi lieber ben ißefl F E R flehen, ben ic^t aber jegt als 2tellbertteter eine« 
anbcren länflereii 83ejtee weflen feiner entflegenaefebten fliitbtnng al« negatic anjufeben b^be. 

»uTj e« fann auch F R =: — -f- ( gcf*bl »erben. 

3n beiben Jällen, mag mm FR = ± | a* + (*)* ff>n. b>>f'< '* baecn ne* ^ 

& * 

abjujieben, um \ ju erbalten. 'Jfffacbe i* nun FE = FG = F.\ = fo ift 

im erften Jalle x = -H FR — FE =: + RE =: — * -4- ^ ' a* + , 

im anbern j^alle x = — FR — FG = — RG = — ^ — 1^ ***"*" ( 2 ) ’ 

3* »ill biftnit fagen, bafi ba« gcfu*te x einmal eine pofitice Vinie RE ift, bann aber 
auch eine negatiee Vinie fein fann, »etcl>e bur* RG repräfentirt »irb. 

'Jfun b>>^e i* ne* een AR, unb j»ar ben R au«, ba« eben gefunbene 3tücf x »eg',u 

nebmeii. lüfa*e i* RC = RE, fe ift AC ber afeft für ben erften SaU unb e« ift »irflicb 

AC : CR = CR : .VR. 4i3ae ben jmeiteii fvall anbelangi, fe mug babureb, bag i* een .\R 
eine negatiee Vinie RG »egncbme, ber dfeft um biefelbe pefitiee iQuantität grJfeer werten. »Vb 
ma*e teebalb RI) = RG mit erfläre .\I) für ben dfeft. 

2Icwei«. 3* bnbe wobl nur ju leigen, tag bie »egiunebmeiibe negatiee Vinie RG, 
cter eie ibr glei*e mit bann amb al« negatie aiifiufaffeiibe Vinie RU bie mittlere 'i'repertie^ 
italc ift jwiftbtn ber Vinie AR unb bem diefte AD. >\u tem ISiite bef*reibt man um F einen 
Jlrci« mit tem 2fatiu« FA. jll«bami iit 

RE ; AR = AR : RG, 

felgli* au* AR : RE -4- AR = Rf! : AR -h RG, 

b. b- AR : RG =: RG : AI), 

ebcr AR : + HD = + RD : AD, 

unb natürli* au* : AR ; — RD =: — HD : AD, 
weil fewebl -h RD X - 4 - RD = -j- RD*, 

al« au* — RD X — RD = -4- HD» ift, 

webei meiiu örflörung te« 'JJfuttipliciren« in § 3o lu eergleitben ift. 

^nmerfung. Tag tur* ba« negatiee x, teffen abfeliiter iijertb um a griSger al« ber 
pbiiiiee ift, eigentli* jelgenee flufgabe geleft wirb; (iine Vinie AR um ein fcltbec 2tücf RD 
ju cerlängern, tag bie iRerlängerung bie mittlere i.)repcrticuale werte iwif*en ber gegebe- 
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ntn Vinic AB unb bici'tr Vinie AB ncbft b(T iBnIängcrung, b«t l'cbon dlQgct in feinem SStter* 
bueb 1803 I. pag. 110 bemetft. 

§ 34. 

29fte Stnfgnbe. (£in gleicbfcbentlige« recbtioinnigeb Xtreieef ju ^eiebnen, beffen Umfang 
= p gegeben ift. 

a u f 1 8 f u n g. ift eine (Satbete x = p p . V 2, 

2 

unb bie ip^potcnufc y = — p±p.V2. 

Sto;)pe (8 274) lägt nieber bie untern ^ei«ben nicht gelten, »eil „bie ißlertbe bcn x unb 
y offenbar > o unb ■< p fein muffen." 3b" b«t bereit« I85.'j ‘Prefeffer Dr. Sund in bem 
ßulmer fßrogramm ju mibcvlegen berfuebt, inbem er pag. 14 fagt: „fif« liegt un« bie 3Jer» 
bflicbtung eb, eine geometrifebe X>eutung ber unteren Reichen aufjufueben, unb gerabe bann 
bollenb«, nenn fie, nie b>er allerbing« ber Süll ift, in gar feiner unmittel« 

baren ©ejiebung ju ber geftellten Äufgabe ftebl Her auberc Süerlb oon y, 

nämlicb y = — (P + P V 2), beffen Geltung ^err fSref. Seppe in ©e}ug auf 
unfere oerliegenbe fpeeielle Aufgabe allerbing« mit 2fecbt eernirft, ift aber 
nicht« neniger al« bebeutung«le« im geometrifeben ®innc. ©cibe Sertbe een y feien fa au« 
ber ©leicbung y* = p (p — 2 y) b«rt>orgegangen, nclcbe nur bie Aufgabe ftelle: 3n ber 
Sfiebtung bon bc == p einen folcben abfebnitt bg ober bg**) ju beftimmen, ba6 bae duabrat 
beffelben gleich ift bem IRcebtcd au« ber gegebenen i'inic in bie Differenj ^nifeben ber gegebe» 
neu Vinie unb bem Dcppelten biefe« abfebnitt«. IXicfe aufgabe aber laffe eine beppelte anb 
nert JU, bech trage bie ibr jum @runbc liegenbe (Gleichung nicht ba« fleinfte 
SKerfmal babcn in ficb, ba§ bi"lfrber ein gleicbfcbcnf lig recbtninfligc« 

Iireied conftruirt nerben feile, beffen ;pbpotenufe jener quäftionirte ab« 
febnitt ift." 

anit einer felcben Söiberlegung be« Äeppe nirb bem l'efer nebl fcbnerlicb gebient fein. 

X)ie meinige enthält felgenbe 

G c n ft r 11 c t i 0 n in ©ejiebung auf bie untern 3fitb«n. a)fan macbe einen rechten Fig. 2. 
®intel, beffen ®cbenfel AC unb BC gleich ^ = P -H P V «i fmb. aber bie ©erbinbung Per 

2 

©unfte A unb B celljiebe man nicht babureb, ba§ man ebne SQeitere« bie furje llinie AB jiebt, 

Deiche = p -+- p . V 2 fein würbe, fonbern man bcDerfftellige biefe ©erbinbung babureb, ba& 
man »en A über D binau« eine gerabe b'inie jiebt, melcbe erft, naebbem fit Derber in E ange« 
langt ift, bei Deiterer S«t^tbeDegung in ß anfommt. auf biefe ©}cife erhält man ein gleich 
fcbcnlligc« recbtDinflige« J5reied, beffen ©cbtnfel x = p p.V 2 ftnb, unb beffen @runb 

“2 

linie AD . . . EB = oo — AB = — AB =r — (p -f- p . V 2) ift. 



*) Die $unttc x unb x> liegen bei Si'Kt »<f berlelben Deite non b, n>cil et |ub btebei autbriidliib bie 
Stlnnbnil nimmt, „»om 3e<<bm sbjufeben." 



1 * 
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®a§ in tiefer unfret Jigur, teefcf>e I>aturd> entftanben ift, tafi brei ^unU H, C, A biird» ge- 
tabe Cinien »etbunben worben fint, bic Siniel an bet unenblid) langen ('Arunblinie nid)t 45®, 
fonbem ti h- 45® = 225® finb, fann nur einen jlugenblitf befremben. Sobalb man bae Sor« 
urtl^il überiDuiiben tag bei (ief» fage nicht : in) einem ebenen Xireiecf ftrt« bie 0nminc ber 
brei SBinfcl z= ti (ein miiffe, fobalb man erfanm gat, bag biefe Summe an* = 3 ti, ober 
= 5 Ti fein ffnne, wirb man an unfter 'Deutung ber untern ,Ht'*en, bic ficb auf bae bor= 
gelegte Problem felbft bejicht, niebto auofehen fönnen. 

Fip. 3. 3üftc Aufgabe. Uo foUen jwei Vinien x unb y gefunoen werben, fc bag, wenn 

man jum Ciiabrat ber erften (x*) bao Quabrat ber anbern (y*) «•" gegebene« 

Cuabrat (a*) jum itorfchein lommt, borf> bergeftalt, bag ba« zweite Cuabrat y* einem SHeebteef 
gleich werbe, beffen Seiten a unb x fmb. 

^uflbfung. li« mügte alfo x* + y* =. a* unb y* = ax fein. Slue x*-t-ax = a* 

A 

folgt bann x = — j, a*-H^. OJimmt man nun x pofiti», fo ift auch y’ pofiti» 

unb man wirb ficb x unb y al« liatheten eine« rechtwinfligen rreieefo unb a ale :{)»potcnufe 
benfen fönnen. Ofiinim man aber x negatio, fo ift auch y^ negatio-, id> werbe mich öann wohl 
hüten, fogleich nach brm y ’,u fragen, fonbern fage: Öin tiegatioe« Cuabrat y* }u x* lulegen, 
heigt con X* ba« nämliche pofitioe Cuabrat y* abjiehen, bemnacb fann ich mit jeht x al« :J»h-' 
potenufe unb y unb a al« ciatheten borftcUen. Unfere :flufgabe fchliegt alfo fclgenbe ^wei 
gcomctrifche SpeciaUufgaben in ficb; 

et) ;^n einem rechtwinfligen I^Tciecf ift bic :phpotenufe a gegeben nnb betanut, bag eine 
(iathctc y bic mittlere proportionale jwifchen ber anbern iSathetc x unb ber ^hpbtenufe a ift. 

ß) (£tn recbtwinlligce T'reicef ju macben, in welchem eine liatbete a gegeben ift unb worin 
bic anbere iSatbetc y bic mittlere proportionale jwifchen ber gegebenen liathetc a unb ber 

^hbbtenufe X ift. 

So oerfchicben biefe beibcii Stufgaben eti unb ß) ju fein fcheinen, in ber Stuflöfung fallen 
fic ;ufammen unb ftiib infeparabcl. {tiecon wollen wir uiie nun auch biirch rein geometrifche 
If^ctrachtungen überjeugen fuchen. 

PSir h®öru einmal bemerft, tag in einem rechtwinfligen rreiectc A, J5, C, nicht blog 
A, C*, -b- 1$, C,* = A, H,* = a*, fonbern auch B, C,* = A, C, X A, B, war unb fortern dc= 
manb, ber unfer I'rciecf gar nicht gefchen hut, auf, ein Xreieef AIVC ju bilben, in welchem 
gleichfalle AC* -4- BC» = AB* = A, B,* = a* unb BC* = AC . AB ift. Söir werten mit 
tem Zeichner jufricbcn fein muffen, wenn fein Xreieef unferm Xreieef A, B, C, entfpridtt, ihn 
aber nicht tabeln türfen, wenn er augertem biellcicbt noch ein antere« Xreiect entwerfen foUtc, 
welche« unfetm Xreieef }war nicht gleich '(•r ‘•Uen an ihn gemachten Stnforberungen 

entfpricht. Plan tergleicbe, wa« ich i" ®f»“g hü‘t>«'f ff < Umfehrung per Sähe 

gefagt hüte. 

iSonftructicn. Pfan theile bie i'inie AB = a nach tem gclbenen Sebnitt unt jwar 
nach § fowohl in E, al« auch t'. bcfchreibe über AB unt AF einen .'palbtrei«, erriebte 
in E unt B bie Vothe EC nnb BL) bi« jum .ttreife unb jiehe AC, BC unt noch eine Vinie 
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oon A na* D, bo* festere flbtr G unt H, fc y^enügen beibe ®rcifcfc ABC itnb ABDH . . . GA 
bfn jiilrtt |)cfteUten Änfcrbmingfn. 

SB CTO eie. 1) Seil AK;KB=:KB:a unb au* AE : AC = AC ; a, fu ift AC = BE. 
Seil ferner BE : CB = CB ; a, fc ift au* AC : CB = CB ; AB. ^(ufeertem ift natür» 

li* au* AC* H- CB* = a*. X^emna* fann ABC bae »erlangte '^reierf fein. 

2) lie ift au* AB ; BF = BF ; AF, auBertem .\B :AD = AD:AF, alfe AD =: BF. 
sliun ift ferner AB : BD = BD ; BF. 

Äctgli* au* AB ; BD = BD ; AD, t. b. BD* = AB . AD. 

Slber in S3ejie^ung auf bae 5 t»eite T'reietf ABDHGA ^abe i* bic Sfinic AD ale negatio 
an^ufe^n, wie fa au* bie i^r glei*e l'iiiie BF negatib ift. X^ee^tb mug i* au* BD* aie 

negatio anfeben unb fann fagen, bafe au* ffir’e ',n>eite J:reiccf AD* -+- BD* — AB* = a* ift. 

lUjitbin fciinte au* bae iweite rreied ABDD . . . GA bae ocrlangte fein. 

Sill i* biefee jioeite Tireiecf mir aie Slntrocrt but*aue ni*t gefallen laffen, fc bleibt 
mir ni*te anbree übrig, ale jii ben f*cn gema*ten Söebingungen binterber nc* auebrüdti* 
biiBujufügen, bafe bie ©eite .\B =: a ^bpetenufe werben feil, wae, büBe i*'e glei* fc gefagt, 
ale ein 'iUeenaemue erf*eincH Ifmien. Ser freili*, wie ®*meiffer (I. 21) bic Säufgabe 
oon oerne ficrein fc präeifirt, wie wir ee in cc) getljan baben, bem barf man mit unferm 

jweiten ©reied ni*t femmen. Senn er aber fagt, bag bie jweite SliiflSfung auf ben Siber^ 

fprn* führe, baß eine negatioe liatl/ete größer fein müßte, ale bie t^ppetenufe, unb wenn er 

aue biefem ocrmeintli*en Sioerfpru*e auf bie !lkrwerfli*feit alle» ‘Jlegatioen in ber sUfatbe- 
matif f*ließen will, fc gebt er ju weit. Tae -Jlcgatice muß mm einmal fewcbl in ber ibcalen 
aritbmetif, ale au* in ber ibr entfpre*enbeu realen GSecmetric ^ugelaffen werben. Taber ift 
ee immögli*, bic Aufgabe cc) bur* bae X'reied ABC aufjulcfcn, ebne jugtei* eine in ibr 
liegenbe jweite Aufgabe bur* bae Treied .\BDH . . GA auf:,ulcfen, »cn wcl*er bic Slufgabe 
ß\ bur* bae licinplementav Jircied ABD erlebigt, nur eine pepuläre Ueberfetjung ift. iüeibc 
rreiede ABC unb ABD finb Zwillinge, bic ni*t einjeln in bie (£rf*cinung treten. 3e na* 
bem man nun »cn ber @pectal»?lHfgabc x) cber bet ©pecial Aufgabe /3) auegebt, wirb man 
fid) einee »cn ben beiben bur* bie 9lufl6fung erbaltenen J!reieden ju wäblen pebeu, aber ni*t 
wegen bee übrig bleibeiiben iCrciede auf bic ',11 greße 3ru*tbarfeit ber Siiffeiif*aft f*mäben 
türfen. 

anmerfung 1. Da AE:EB = EB : .\B, b. b. ba a — x : x = x : a ift, fc ift 

au* X : a = a : a -4- X. Unb ba mm einerfeite a - 4 - x = BF' = AD, anbererfeit« 

AC = EB == X ift, fc beFen wir au*: AC : AB = AB ; Al), beewegen finb bie J^reiede 

AB(' unb ABD äbuli* unb bie Vinien AC unb .\D fallen -»ufammen. 

anmertung 2. Vieta (Apolloiiius Gallu« pag. ä3!>) fagt, baß Kegiomontanu* 
(t 1470) na* feinem eigenen Weftanbuiffe unfere aufgace: Invenire triangulum rcctanguluni, 
enjn» tria latera «int proportionalia, ui*t rein geemetrif* aufiulöfen »crmc*te. Seta fagt 
ferner, baß 'Jiabmarue fi* irrtbümli*er Seife gcf*mei*elt pebe, in ber ISatbete BC ben »ierteu 
Ibeil bee Umfangee einee «reifee pt befiben, beffen rur*meffer AB = a ift, imb baß ber« 
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ftU>f ^fn ® infei AHC =r 38® 2" 22" gcfunbeii ^bc. t)a aber Sin ABC = 2. Sin 18® ift, 
fc mu§ ABC = 38® K/ 22" fein. 

« 36. 

Um ju jcigcn, bag tcr örunb(iit bc« X)c«cartc« : negatibe Quantitäten feien »cn berfclben 
'Jlatur roie bie pcfitiben, nur im cntgegengcfeftten ®inn, in entgcgcngcfe^tet SRic^tnng genom= 
men, nic^t allgemein ri(^tig fei, ba§ er fei, mie fic^ Stiago aubbrütft, malhenrengement gnjet 
fl des exceptione, beft^äftigen fieb X)*^lambert (@nrbc(opäbie. Set. Oiegatio), Carnet (1.7) 
unb gürftemann (pag. 102) mit folgenber Slufgabe:*) 

31fte Aufgabe. !Bon einem flunfte A anjetbalb eine« Äreife« eine ©efante ju jieben, 
Fig. 4 ». bereu ©ebne eine getoiffe 2öngc bat. 

'fluflbfung. 'JRan nenne ba« ©tüd ben A bi« pim erften ©ebnittbunft AE = x, 
bie ©ebne DE = b, bie öntfernung be« ilunftc« A ecm Sreifc AB =r e, ben ®urcbraeffer 
ABF = 2 r, fe ift 

X (x -+- b) = e. (2r e). ©ierau« folgt: 

X =. — ± y ' c* 4- 2 e r + ^ . ©efet man ( I) ) = r* — li*. Wo CG = h, fo wirb 

X =: — Vr* — h* ± V(r -H e)* — b*. 

If« ift aber V(r -H e)* — li* = AG unb Vr* — b* =: EG = DG, mitbin ift 
X = — EG =fc AG = H- AE, aber auch = — -■ID. 

„t)er erfte ü'ertb, ber pofitio ift, fagen D'^llembert unb Carnot, löft ohne ©ibwierigleit 

bie grage auf; aber ma« bebrütet ber weite, ber negatib ift? Ge febeint, bofe er nur bem 
fjunfte D entfpreeben fünnc, wo .\D pim jweiten 'Dfale ben Umtreie febneibet. ®enn (©*ua ■ 
matber überfebt ; il b c r) fiicbt man gcrabe ju AD = y, fo folgt au« y (y — b) =: e. (2 r -H c), 

y = I’ =fc ]/e* -H 2er -+- (!j)’ = DG + AG = .\D 

= EG — AG = — AE, 

beffen pofitiber fijertb genau berfelbc ift, ber fub in bem erften gälte mit tem negatiben 3ti«ben 

barftellte. aifo obgleitb een ben jmei Söurjeln ber Wleicbuug für x eine pefitib, bie anbere 

negatib ift, müffen fie boeb beibe naib berfelben dfiebtung in tBcpig auf ben feften ^unft A 
genommen werben.**) Sllfo führt bie iRegel, eermbge ber biefe Söurjeln nach ent= 
gegengef ebten iKiebtungen genommen werben feiten, ju faffeben fKefultaten. 

glimmt man im (»egentbeil ben feften gSunft a auf bem Durebmeffer bf felbft unb nicht auf 

Fig. 4 ß. feiner Slerlängerung, fo würbe man für x jmei pofitiee Sßertbc finben unb bo<b müpte man 
fie in entgegengefebter diiebtung bon einanber nehmen. 1!)ie Siegel ift alfo auch faffcb 
für biefen galt." 

^ %Ud) 92nv(on (Arithmetie« onirrMaU«, pag. IftS) fojt nur! £x radicibat rero, qua« reale« lont, afftr- 
matiTae et ad pUf(u oppotila« toi« nt tendere. 

!Sro{)0 fibtr (Samot fagt pag. 599: Or qui ne roit. qne ce« deui longueur«, Tune povitirc, l’autre 
gatirc, doiveot c<'pendant dtre portM« du minie cAtI du point de d^part de la droite.^ 
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:{)if 5 u fügt SJrfttnwnn (pag. 104): „S(u(fc tiefe« ©tifpitl jeigt, tdfe nicht immer jewr ®ert^, 
ten man hd her algebraifchen Sufihfung einer geometrifchcn Snfgabe erhält, a(« rid^tige Huf> 

Wfung angefe^en »erben tarf ®a§ bie 9?efltl (be« Cartefiu«) juweilcn anroenbbat ift, 

jeigen manche Seifpiele. Ser aber behaupten »eilte, ta§ biefe Siegel immer anroenbbar fei, 
behauptete freilich eine Unrichtigfeit. T'ie« ift aber fein 0runt, ten ge»2hnti(h<n 
®egriff negatieer Ö^rfgen falfch ober bunfel ju nennen, »eichen ®cr»urf (Samet bemfelben macht." 

X'iircb (Pin ffiert laffen ficb alle 0ch»icrigfeiten unb ©etenfen gegen bie negatiee äuf^ 
Ibfung »egräumen. ©ir fragten, wie »eit Per erfte Schnittpiinft een A entfernt fei unb 
berftanben unter erftem 0chnittpunft ben i<unft E. ftber auch ber bon un« bi«hbf al» jroeiter 
©chnittpiinft angefchene l'unft D fann alc erfter 0chnittpunft mit boUem Siechte angefehen 

»erben-, man mug aber }u bem (^be bon A au« nicht nach E gehen, fotibem nact> entgegen* 
gefegter Siiehtung, nach H hin unb in tiefet Siiehtung einen uiienblich langen ©eg machen, fo 
»irb man ficher ^uerft ben Sbrei« in 1) fehneiten unb bei fertgefehter ®e»egung E al« jmeiten 
Schnittpunft aufjufaffen haben, ©ejcichnet man nun ben unenblich langen ©cg bon A über H 
hinan« bi« A mit oo, fo »irb bie (pntfcrimng bon A bie ju bem fchigeu erften 

«chnittpunft D fein = oo — AD. Dian fann aber ;u tiefem nenen erften Schnittpunft D 

bon A au« auf einem fürjern ©ege gelangen, »enn mau bon A au« nicht über H, foiitern 

nach eiitgegengcfegtcr Dichtung über E nach H g^ht, bann beträgt tiefe lintfernnng, 
abfolut genommen, AD, mit »eil, wenn man ton A an« jiicrft I) erreichen will, man toch 
eigentlich nach H gehen mufi, mit »eil alfo tie Dichtung ton A nach II hiebei al« pofitib gilt, 
fo mug ta« Wehen nach be*' cntgcgciigefctteii Diefitmig, nach E 0 D al« negatib betrachtet 
»erben, lioiiiite alfo bie Diathematif auf bie otrage: »ie »eit ber erfte Schnittpmift boii A 
entfernt fei, aiiBcr ter fogleich in bie ?lugcii fpringeiiten iliitwort (= -+- AE) eine beffere 
?liit»ort geben al« = — .\D, mit mupte fie nicht auch tiefe j»eite ilniwcrt geben V I'ap 
wir biefe 5 »eite ftntwort nicht fogleid) bcrftaiiten, ift nicht ihre «chiilb; e« lag tae an niiferet 
©efangenbeit, tap »iv 5»ar in bet Ihcorie bie gerate Viiiie al« niientlich tefiiiireii, aber in 
ter ilnibciituiig oor teil (Sonfegueiijeit tiefer J:efiiiitioii jiirüdfchrcdcn mit anf halbem ©ege 

ftehen bleiben. ?ie ©iffenfehaft hat aber tie Jliifgabe, mie ton iinfeni Dcrurtheilcn jn befreien 

unb un« fo ntlinälig jiir toUeii ©ahrheit yi führen. 

Gbcii fo leidit ift c« für ten Jall, ta^ ter fefte Duiift a im Steife liegt, ten oben eitir* 

teil ©iterfprnch ju befeitigen. 0o wie bei ^ig. 4 ct auf tie ^age: »ie »eit ter auperhalb 

te« Sreife« liegenbe ’Pm'ft *4 ten tein erften Sdinittpunft entfernt ift, j»ei pofitioe Äiit»crten 
erfolgten, AE unt oc — AD, für welche Ichtere tann — ,\D genemmen Werten femite, fo 
fint auch bei gig. 4 ß nur ä»ei pofitite 3liit»ctlen mbglicb, »eil tie Wröpe ter (Sntfernung 
}unächft immer abfolut aufjufaffen ift. Die (intferming eine« (erften) gchnittpiiiifte« ton a ift 
ciitweber = -+- a d ober -h n e. Daß tiefe iSiitfevnniigcii auf entgcgengefetjtev Seite ton 
a liegen, fpricht h'tt tf’C" 1« l»>■•nig für Slntworten mit entgegengeiehten al« tert tie 

gleiche Dichtung ton AD unt AE ta« Dfinuejeicbeii tor AD entfräften lonnte. da, »enn man 
bei gig. ß fragen möchte: wie »eit u »cii einem jweiten Schnittpunfte entfernt ift, wie weit 
man j. auf ter V'inie de ton a au« nach einer mit terfelben Didttung ic) hin jn gehen 
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bfCOT nuin auf tiefem <]liej)e ju tem ^iDCttcu <Sd}nitttunrt (i gelangt, taim würte man 
flatt ber ciflentlicfien Jfntroort: oo — ad fic^ and) tie Jfiitwort! — ad gefallcti laffen fbnnen. 

3(b ^iemit oellftäntig tie Cuelle teb ;frTi^um» ber in tiefem 'f^aragTapben citirten 

Sutoien nacbgeroicfcii ;u baben. ‘Sie ocTmecbfeln ten erften Sebnittpunft mit bem ^meiten; fie 
Bcrlangen bon ber Slnolpfie, taß auf ihre i^rage: mit meit bic feften 'JJuiiltc A ober a con 
einem erften Sebnittpunft, etma K ober e entfernt (-f- AE unb -H ac) finb, fit jugleid) bar- 
auf antroerten foU: mit meit tiefe feften 'JSuntte ton tem jmeiien Sebnittpunfte D ober d ent 
fcnit fint? ma« allerbingb -f- AD unb — ad märe. Unb bae ift toeb ju oiel cerlangt. 8Ifo 
nitbt tie Slnalpfib (bergl. pap. 511™.) „antmertet auf fragen, melcbe man an fie niebt gefteUt 
bat;" fontern felbft bcteutcnbc jliialptifer baben bieber bon ibr Jlntmcrt auf nicht geftcUte 
i^ragen ermartet. 

Jliimcrfung. tfigentbümlicb ift noeb bic Slrt, mie H^zout (C«nr» de Matliematiqnca 
Fip. 4 ■y. HI- pag- 1798) bic negatioe Jluflffung erflärt. er oerläugert alle ifinien über A 
binaue rficfmärtt um ficb felbft, jcidiuct aueb um C einen eben fclcben ftrei», mie ber ge 
gebene ift, mit mäbrcnb AE tie pofitibe Sluflöfuiig ift, foU nacb ibm AD' tie negatioe *lnf< 

Ibfuug borftcUcn, ta fie ja pi AE eine entgegengefebte Vage bat. äJir fommen auf feine Sin 

fiebt noeb bei einer anteren ©clegenbeit jurnef unb bemerten jeßt nur, taj? in unferer Slufgabe 
nur oon einem Ürcife bic IRctc mar mit nicht ton jmti Streifen. 

§ 37. 

3cb babc in löctreff tcr eben bebanteltcii Slufgabe noeb auf einen Umftant aufmerffam pi 

macben. SMeb« ift h — 'Jt ß alb tie Sebne DE fiillfcbmcigenb Heiner ale ber iKatiuo r oor 

auegefeßt rnortcu. ilUe aber, menn ß > t mürte? Der* rteometer mirt lagen: bann ift bie 
Stuflöfung ter Slufgabe unmöglicb. Slbet bet aritbmetifebe Slubbruef tes oorigen i'aragtapben 
X = — 3 ^ Vt'* -+- 2 e r -1- j3^ fübrt ancb unter tiefer neuen iU'raubfebung auf nicht« 
Omaginärc«. Sollen mir unter gemiffen Umftäntcii ancb tae :Kccbt haben, felbft reelle pofitibe 
SEBurjeln ju oermerfenV ®ecor ich b'frübct Sluffcbluö .pi geben oerfuebe, mollen mir beren, 
ma« Slemton pap 183 in Söcptg auf fotebe iSrfcbcinungen fagt: Sunt tarnen radiees aeqiia- 
tionuni alicinandn poasibilc*« utii .Sehema impo8gibite.s exhibet. Sed hoc fit ob limitatin- 
nem aliqiiam in Sebemate quud ad aequationeiii nil gpectat. Ut si in seinicirculo ADB 

AD“ 

dati» diainctro AH et linea inseripta AD, l'orct ~ AC. Et per hanc acqnationcni 

AC realig exbibetur qnantitaa, ubi linea ingcripta AD mafor est quam dianicter Alt; per 
Schema vero AC tune eradit inipoggibilig. Nimiriim in gebemute linea AD giipponitur 
iuHcribi in eireutn, atque adco diametro eircnli inajor egge non potegt; in aequatinnc 
vero nibil egt qiiod a conditioue illa pcndcat. Ex bac gola liuearum conditione 
colligitnr acquatio, qnod gint AU, AD et AC continnc proportionale«. 
Et quoniain aeqiiatio non compleetitiir omneg conditione« gebeinatig, non neeegge egt ut 
omninm conditionum teiieatur limitibu«. Quidquid ampliu« egt in gebematc quam in 
aec)iiatione, )Mitegt illud liinitibug arctare, bane non item. 
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3n Seiug anf unfere Aufgabe nürbe man alfo im Sinne 5}cmtcn’d fageii b^ben: 

ber gefunbcne aritbmetifcbe %u«bru<t lö(e ebne Sinfebräntung nur bie Slufgabe, jioei l'inicn 
ober ^ablen ju finben, beten i^tobuft p’ = e (e + 2 r) unb beten Untetfebieb = 2 ö fei; 
moUe man ben Slubbtud abet in lUetbinbung mit iinfetm geomettifeben '^jtobleme btingen, bann 
muffe man fteb bie (Jinfebtänfung gefallen laffeii, ß nicht gtb§et aU r anjimcbmcn. 

Oeb abet fage fc; So lange /3 < t roat, tonnte icb in § 36 ein teebtminfliebe» Titeicd 
CGE macbcii, in roelcbcm r bie Ipbpotenufe nnb ß bie ßatbctc »at, et mat bann CG* = h* Fig. 4 a. 
= r* — ß^ ctioae pofitibc«; icb tonnte bann fetiiet ta8 anbte techtmintlicbe T)teic(f CGA 
macben, in »clAem AG = VE* — h* unb x = — /3 ± VE* — h* »at, wobei E = r -H c 
angenommen toitb. X)ag bieb alleb am einfacbficn oabuteb ju bemetffteUigen ift, bag man au6 
C mit bem leicht ju confttuircnbeii Jtabiub h einen fttei« befebteibt unb bann auä A an bem 
felbtn eine Xangeme legt, ift faiim nölbig }u etinnccn. 

So halb abet ß > r witb, bleibt füt h* etmab negatioeb übtig, etwa = — H*. 

ffiit haben bann r* — ß^ = — H*, cbet ß* — r* = H*. iBon bem Jliigenblicfe an mug 
ß bie ^bpotenufe mit r eine (Satbete roetten; et eiitficbt bab Xiteiecf GCB, in »elcbcm GC Fig. 4 i. 
— H ift. ülatütlicb muß nun in tem anbetn XitcieCf CGA bie üinie AG = VE* 4- H* 
unb bie unbefanntc .\E obet — AD, bie babutch gefunben »itb, tag man anb G mit BG = 

FG = ß einen .ftteib befebteibt, x — — ß * VE* -+- H* fein. 

Um ben nabclicgcnbtn 'Botiputf abpwebten, tag bet fttei« um ton IDJittelpunft G niept 

bet gegebene ftreib um ben IDtittelpunft C fei, bemetfe icb not allem, ta6 ich auch im bctigen 

§ nicht gejtoungen »at, bie pit atitbmetifeben aufli'fung fübtenbe l^ilfblinic ABF getabc tntcb 
ben 'JJtittelpunft C geben ju laffen, man tonnte auch Port jum ctmünfebten 3»te gelangen, 

»enn BF blog eine gewübnlicfae Sehne nnb nicht gerate ter Xutebmeffet gewotten wäre. 

Sollen freilich beite Jignren nnb bie ficb baran tnüpfenben 'Jluflffungcn bältig gleicbbetecbtigt 
etfebeinen, fo mug junächfl auch ter ßtei« um C noch surneftreten mit imfet ‘fJtobltm et»a 
folgenbe Saffiing befommen : 

auf einer vinic finb bie fSiinfte F, B nnb A gegeben, man foU tureb bie %lunlte F unb 
B einen möglicbft ticinen Ätci« legen, fo tag »enn man aiie A an tenfelben eine Sefantc 
AED jiebt, ihre Sehne DE eine gegebene ‘^änge 2 ß habe; auch feil man noch angeben, »ie 
»eit A oon bem etften Schnittpiiiilte ter Setante entfernt ift. 

§ 38. 

ffiir tnüffen noch auf ben fepon gclegentlicb jut Sprache gclommencn Sali, »enn bet 
fefte ^mift a in net halb be« Äreifco liegt, jurüeffommen. ß« fei ac = E, bc = cf =; r, Fig. 4 ß 
ead =: 2ß, ae ober ad = x, ein turch a gebentee, oom Streife bcgtenjtc« üotb auf bf = 

2 p unb r* — ß^ — !>*• 

Xa nun x (2 ß — x) = (r — E) (r H- E) = r* — E* = p* ift, fc haben »ir: 
x = ß=fcVß* — p* =ß± Vß*— T* + E*z=ß± VE* — h* = ß±d, »od = ag ift 

1) So lange ß > p, aber < r ift, ftogen »it »eter oon Seiten bet ©ebmetrie (be« 

Schema'«), noch oon Seiten bet arilhmetit (bet (SSleicbung) auf eine Schmierigteit Söit bc» 

2 
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Wrtibtn au« c mit bem iRabiti« h tincn Ärti«, fuebcn ouf bem Umfange beffelben einen fjSunh 

Fig. 4 / 3 - g, beffen X^iftan; Den a, nämlic^ d bie (eigenfebaft b®*, ba§ d* = E* — h* = ß* — p* 
ift, jicben ag unb in g eine langente egd. Xia biefe Xangente mit bet Cinic ag )ufammen>- 
füBt, fc ift Har, ba| x = ae = /3 — d unb x = ad =r /3 d ift. 6« ift bi«, »i« 
man fiebt, (omobt h* al« aueb d* pofitie. 

2 ) Oft aber 0 > r, alfo / 3 * — r* = H* unb x =: /3 ± VE* -+- fP, bann bilben 
mir nn« erft bie eengruenten Xreiede beg unb feg, in meicben bg =: bf =: ß, alfo cg = 

Fig. 4 f. H ift, jkben bureb a eine fiinie ag = VE* -+- H* = D unb mit bem 9 Jabiu« ß au« g 
einen Rrei«, in melebem bei gebbriger ®erlängeriing oen ag bie i^inic ad ober ae, alfo 
X — ß ± VE* -l- H* = /3 ^ ü ift. ^)itr ift h* negatio, aber d* pofitib. SSJir haben 
biemit eine SiflUT erbaltcn, gegen bie ber (SSeometer nidjt« roirb einmenben fennen, jumal menn 
mir bie Aufgabe in folgcnbe, bem Sebluffe be« corigen § analoge Raffung bringen: Sluf einer 
l!inie finb bie ‘fünfte b, a, f gegeben ; man foll einen möglicbft fleinen Sfrei« bureb bie äußern 
•ßunfte b unb f legen, fo baß, roenii man bann bureb » tttb ©cb"' jibbt, tiefe eine »orgcfcbric- 
bene Vänge — ß erbaltc. 

3 ) ’Sebmicriger mirb c« fein, bie illgcbra mit ihrem imaginären Sliwbruef in bem Ralle 
bureb ei^e angemeffenc Zeichnung jn befriebigen, menn /3 < P ift, b. b- >bi‘nn h* pofitio, aber 
d* negatio ift, ba bann eben bie Heinftc ©ebne, bi« man bureb “ i*’gen fann, 2 p = b a k ift. 
'JJatiitlieb mirb üiiemanb mehr oerlangen, ale baß mit bei einer Aufgabe, bi« Unmbgliebe« for« 

Fig. 4 beit, unfer mögliebftc« tbun. — Sir befebreiben mieber, mic in 1), aus c mit bem 3 !abiii« h 
«inen ätei«; menn mir fpäter in irgenb einem 'fünfte feiner ‘pevipberic eine laiigente bi« an 
Peil Umfang beo gegebenen ftreife« jieben, fo ift biefe i'inie für ben gegebenen krei« eine ©ebne 
unb bat bie oerlangtc Vänge zz. 2 ß. Um aber ten richtigen punft g, bureb p>clebcn bie lam 
geilte ju jieben ift, 511 finben, muffen mir feine Xiftanj oom 1*0110« a, ber nun innctbalb be« 
fleinen Ureife« liegt, fennen. G« ift j«bt d* z= ß* — p* =: E* — h* etma« 'IJegatioee, etma 
= — <f*. Xarin, baß d* negatio ift, ift bcutlicb auOgcfproebeii, baß a niebt auf bet bureb g 
511 jiebenben langente liegen faiin. X)a« ift, mie mir in 1) gcfebcii haben, nur mcglieb, menn 
d* pofitio ift, meil nur bann ber Sitifel ega ein tReebter fein fann unb meil nur bann ga 
mit ber tiireb g gelegten Xaiigeiilc jufainmcn fallen fann. XMe negatioe ^iitmort giebt aber 
bureb ib« Ouantiiät aueb ju erfennen, mic groß ba« ^inberniß ift, melebeo oeriirfaebt, baß bie 
Slufgabe niebt mehr mfglieb ju Iffen ift. On iinfcrm Ralle föniien mir au« J* = h* — E* 
lernen, mie loeit mit un« roenigfteno oon bem riebtigen 1*01100 a ;u entfernen haben, um 
auf bem Umfange be« iiincrii kreife« oenjenigen PiiiiO ju fitibeii, bureb melebcn bie Xangente 
gesogen merben mufe. Xa al = h — E, aber <f = V(,h — K) (h-f-E), alfo > al ift, 

fo finben mir ftet« folebc punOe g unb g', menn mir au« a mit bem 9Jabiu« S einen Ärei« 

befebreiben. 'Ratürlicb fiiib bie babureb entftanbenen Xreieelc cag unb cag' bei a reebtmiiiO 
lieb, bie Pinie ligak ift =: 2 p unb bie Xangente dgc ift biejenige Pinie, melcbe ben Um< 

ftäiibcn noch am meiflen entfpriebt. 3 bbc Vänge ift = / 3 , mer oon d nadj a unb bann oon 

a nadj e gelangen uno babei in beibcii Rallen mbglicbft lange, alfo gleich lauge auf ber Xan« 
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^enlc Demeikn »ill, wtib finben, bag bcr erftt ißcg x mit anbert ffieg x mit 

— ^ -4- i3 )u bc)(i(^ncn ift, inbem mdn bei beiben ffiegen bie l'inie ga in cntgcgengefc^ter 

9ii(^tung )u burd)(aufcn ^at. Ser aber noc^ immer ben ^untt a auf ber Xangente fui^t eher 

bie berlaiigte 0e^iic nur burc^ a legen miU, erhält jur Slntmort, bag bann d = i . if, 

x = da=)3 + >-^> ui>b X = ae = — i . -f- j3 ift. 

3ch hätte meiter nicht« hinjntnffigcn, menn a g auf de fentrecht ftänbe, toeil man gc’ 
»oh»t ift, bei blr§ äuBcrlicher X^arfteUung ber (Segenfähe ba« imaginäre auf bie IKichtnng ber 
reellen (Srb§en fenfreebt }u ftellen. T>a fich h'^’^ bae Omaginäre jmar eine laterale, 

aber nicht gerabe hcbpenbiculäre Züchtung herauggeftellt hut# f» fehc ich mich senäthigt, bamit 
auch ber Sebcnflichfte meine Sonftruction bee imaginären ^uSbruCte annehmen thnne, )u ber 
fchon in 2) gegebenen Raffung ber jlutgabe noch t^clgenbe« binjugniehen; Xrn ee nicht möglich 
ift, felbft bei bem fleinften Äreifc um bf, burch a eine Sehne ju legen, welche < hak ift, fo 
feil man, wenn beffenungcachtet /3 -< p ift, auf biefer Ilcinften Sehne hak einen $unft g, 
mbglichfl nahe an a angeben, burch welchen ficb eine felche Sehne 2 ß jiehen lägt. 

8 39. 

'Uach bemfelben principe, welche« ben ecrigen Paragraphen jnm @runbe liegt, erfläre ich 
ba« Reichen ber Secante in ben cerfchiebenen Quabranten. 

Vacreip (pag. 114) fagt in biefer IBejiehung: „Ueberhanpt, fe oft een Sbftänben bie SRebe 
ift, bie fich auf einen feften punft bejiehen, unb auf einerlei ober parallelen Vinien gerechnet 
werben, muffen bie mit bem — behafteten eine ben mit bem 3etchen -t- behafteten ent= 

gegengefehte t'age annehmen. . . , Diefe Betrachtungen laffen fich nidjt unmittelbar auf bie Sc« 
cante anwenben, weil fich 'hw iRichtung in )cbem Sugenblicf äpbert; inbeffen bat fie niebw beftc 
weniger ein ihren mfchietenen 2agcn eigeutbümliche« 3ct<htn- welcbe« fid» au« ihrem analpti« 

(epen SluSbrud hctleiten lägt; allein nur bei Linien, welche immer bicfelbe tRieptung 

hepalten, ftimmt bie Slcnbcrung be« 3f'(ben« unmittelbar mit ber Slenbcrung ber Vage überein." 

X)iefe Xarftellnng beclt bie Sebwierigfeiten, bie in ber Sache liegen, anf, aber auf eine 
?5fnng berfelhen fann fie nicht ben geringften änfpruep ma*en. X>er i'hfung näher fomnit 
fepen fein Ueberfeper 3beler, weUper pag. 115 in einer ^nmerfung fagt: ,,(S« fepeint mir, 
bat r><b oet' äenberungen be« 3eicpen8 ber Secante eine ganj natürliche (ärflärung geben 
lätt, wenn man erwägt, bat biefe 2inie wirfliefo eine entgegengefepte Sage annimmt, wenn fie 
bie Xangente nacb bem entgegengefepten (5nbe pin erreicht. 3n ber Xpat ift e« bei bem ©egen 
im jweiten unb britten Ouabranten, für welchen ber analptifcpe Sluebrucl bcr Secante negatib 
ift, niept ber ^albmcffer felbft, ber bie Xangente erreiept, fenbern ber ipm entgegengefepte." 
aber biefer entgegengefepte .^»albmeffer erfebeint hei 3beler nc>ch al« etwa« frembartige«, nur 
perbeigejogene«. 

3cp benfe mir bie Saepe fe: Seil bie Secante in jebem ÄugenblicJ ipre Ätcbtiing bcr« 
änbert, (c feramt e« bei ipr auf bie ÜRieptung gar niept an. Ser bie Secante eine« Sinfcl« 
haben will, will niept« weiter Wiffen, al« wie weit gewiffe jwei Puntte, abfelut genem« 

2 * 



Fig. 5. 
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ntfn, oon finan^fr tntfcrnt fmb, nämUcf) bet Sniltctpuntt bc« Shrtift« C unb bet fiunft, in 
tDcicbcni bet bewifgiidfe IKobine CH, über B ^inau« bcrtängerf, bie langete für ben feften ?unft 
A trifft. X)iefe iSntfemung »ät^ft mit bem ©infei unb roirb fdjon für 90“ unenblitf» genannt, 
beträgt aber nref^ lange nitbt, mae ic^ in § 33 eine boUe Unenblicbfeit (oc) genannt ^abe, it^ 
bejeid^ne ba^er cerläufig biefe (fntfernung für 90“ nur mit n. ^a man nun fcf>on längft g^ 
moi^nt ift, eie geraben tfinien alb Steife mit ungemein gregem fRabiue onjufe^en, fo mirb man 
aud? mir e« nit^t oerargen ISnnen, wenn itb mir bie langentenlinie unb bie ©ecantcnlinie für 
90“ unter bem ©ilbc bon iDfetibianen bbtftcUe, bie öbcne bc« ftreifeb al« eine ftugcl unb ben 
feftftcbeiiten äiabiub AC ale einen enblic^n I^eil be« äequaterb. jpabe itb mitb mit biefem 
ber Uneublicbteit nitfit unwürbigen ®ilbt uertrout gemacht, fo erlenne ic^ fogleid?, ba§ eb au§et 
bem ftbon in IBctracbtung gejogenen ®d?nittbuntt (N) noc^ einen jmeiten (S) geben mug, mcl» 
t^n icb aber anf bem angebeuteten ©ege erft erreiche, nenn it^ in (f^ebanfen oo — u burd?n>an= 
bert ^abe, fürjer erreidje ic^ aber biefeb ®c’" >n entgegengefebter 9Jicbtung ben ©eg 
u butd?laufe, baber fann man fagen, unb faglb auch, bafe Sec. 90® =r u ift. SDian erfennt 

nebenbei, ba§ n =r ift. 

4 

ffiirb bet ©inlel ftumpf = ABC, fo benfe id? mir auf meiner fingirten Sugel bie Se- 
cantenlinic alb einen ^orijont. I'ie (fntfernung beb (äarbinalpunfteb C »on bem ffunfte, loo 
ber bewegliche 9fabiub CB über B hinaub oevlangcrt bie Jangente juin erften 'JWale trifft, wirb 
nun (allmälig) grffeet alb u; bezeichne ich bie abfolutc V'änge ber l'inie CD mit c, lo beträgt 
fie 2 . u — e. ®a biefer Schnittvunft aber außer unferm ©efichtbfelbe liegt, fo ift er benn 
auch bisher überfehen worben, ©ir wollen baher ben beweglichen 9Jabiub noch über biefen 
erften «Schnitt()unft hinaus cerlängcrn, bis wir bie Jangente jum jweiten ÜJlale in D erreichen. 
33ie i'änge beb ©egeo, ben mir burthlaufen hnten, beträgt ießt oo-^. Ja mir aber biefen 
einen fichtbaren Schnittpnnft leichter erreichen fönnen, wenn wir in entgegcngcfchter fRichtung 
gehen, fo fagen wir: Sec. ACB = — e. 'Dian erläßt mir gewijj bae weitere Cingeheii auf 
bie ©elanten im bvitten unb eierten Cnabranten, unb geftattet mir wohl noch bie »Pemerhing, 
baß nach allem, wao oorliegt, man unter Sefante ciiieb ©infelb ju oerftehen h“i bie (jntfer- 
tiung beb fünftes C oon eemjcnigcn Scbnittpiinft beb über B hinaus ocrlängerten beweglichen 
SRabiub, welcher bem feften ‘fjunfte A am nächften liegt (welches bann halb ber erfte, halb ber 
jmcite Schnittpunft ift?; mir wenn ber ©infei 90“ ift, finc beibc 'Schnittpunfte gleich berechtigt 
unb müffen baher biibc beachtet werben. 

Jaß, in fo fern namentlich Sec. x = db VI -f- tg x*, eigentlid? jebe ©efante nach 
iPclieben als pofitio ober negatio jn betrachten ift, gehört nicht hierher unb hnt feine äricbigung 
fchon im Eingänge beb § 33 erhalten. iSs ift mir ja gegenwärtig genau bie IRichtung oorge= 
jeidinet, in welcher id? oon C aus auf bem beweglichen IRabiub ju gehen h“be, um bie Jam 
geilte mbglichft nahe an A }ii erreichen, nämtidi immer über B hinaus ; baher h«»fce ich feine ©ahl- 

Ijiebt man bie oben gemachte APefchräntung auf, wornach ber ©chnittpunft fich in enblicher 
(Entfernung oon A befiuben foll, bann haben nicht nur bie 'Sefanten fämmtlicher ©infei, fenbern 
auch bereu jangenten ftetb ^wei ©erthe, bie fid? nicht bloß burch -I- unb — oon einanber uw 
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tcrf(l)citcn, (ciibcrii lurd? -g-, tiird> tie ^älftc tcrjenigcn «tttdc, tic icb eine ocUe Unentlic^* 

fett genannt ^abe. Srft tie Sluf^ebung tiefer ©ebronte ma<6t ee vellftäntig ffar, bvi§ admöfiftc 
Sentenmgen ter Sinfef au<b ftet« nur aUmälige üenterungen ber genannten trigenamrtTifdten 
Linien ’jUt geige ^aben, tafe bie -+- n in — n, ju beten tlnna^me man no<^ ber 

gembljnlic^n anfiebt*) gcjtoungen ift, nnr bei ber Skmatbfägigung einet ber beiben ifßertbc }um 
3$rrf(bcin fommen. 

§ 40. 

Sfic menig man fic^ in bie negatiee ^uflbfung felbft bei minber ftbmierigen gälten }u 
finten mußte, baeen nur ein ®eifpie( au« Hlügel (9)2at^»em. SEBbrterbud» I. pag. 128). g^n 
beftbäftigt fetgenbe Stufgabe: 

32ftc Stuf gäbe. ISin ^albttci« ABC ift gegeben unb auf tem I;urcbmeffer ein flunft Fig. t5. 
D i man feit bureb D einen ^albfrei« mie DKK, au« einem ®2ittelpunfte G auf AC beftbreiben, 
fe tafe auf ter berübrenten CEB tat ®tü<f EB een bem ®erübrnng«pMufte bi« an ben Um- . 

fang te« gegebenen Steife« bem Stücf AD gleitb fei. 

Stuftbfnng. Seht man AD = BE = a, DC = b, DF — 2 x unt ben fDfitteC ' 
punft een DEF in G, fe finbet Stüget au« ber iJrcpertien CE : CG = EB ; AG natb einer 
Cuabritung bie ©leitbung b.(b — 2 x) . (a -i- x)* = a® . (b — x)*, melcbe, „geberig 
rebucirt", mie er fagt, tiefe mirt; 

1. 2 . b . X® + (a® -t- 4 a b — b®) x — 2 a . b® = o. 

^enn man mirftieb gebbrig rebucirt, fe finbet man in jebem Öliebe ben (5|pencnten een 
X um ein« b^b®®- ''1 “nter anbern x = u, ma« auch einen febr guten unb teiebt ju er-: 

Itärcnben Sinn b«C Stuflefung mirt aber ebne Söcitcre« een Stüget eermerfen. Unb 

eon ben beiten anbern, neeb übrigen Surjeln lägt er aueb nnr bie pofitiec gellen; bie anbre 
negatiee fei hier niebt brauebbar. Ecnn menn x =: DG negatio genemmen mürbe, fe mürbe 
AG tleiner al« AD eter flcincr al« EB fein, melcbe« niebt mbglicb fei. I)ur(b bie CuabrU 
rung fei bie Öleitbung auf einen bebtr" gebraebt, at« ber Stage julommt. Tie nega- 

tiec SBurjet biene nnr al« 'Dfittel, bie Ofelation een x gegen a unb b rational )u macben, unb 
fei für bie geometrifebe Stage al« eine frembe SBurjel anjufeben. 

Daß bie negatiee Surjel feint frembe fei, baoon teerten une folgenbe :Belracbtungcn 
überzeugen, ^a e« ficb b'« ben Slbftanb bc« •f.'unfte« G een tem feften ilunfte D auf 
einer ter Vage nacb gegebenen 8inie AC banbclt, fe mug, mie feben l'anei; in ter g 39 cititJ 
ten 0telle richtig bcmcrit, ta« negatiee x auf ber 2inie AC een D au« eine ber pefiiieen 
entgegengefeßte l'age befemmen. Söäbrenb ba« pofitiec x = DG reebt« een D liegt, mug 
in ^ejug auf ta« negatiee x ter 'Ufittelpunft tc« gefucbicn ^albfrcifce linfe een D liegen. 

•) 3o f.igt nc<6 ^t. Dt. O. 2(bU!rail(b (t*tunbu"iäc tintr teigenfebafnidjen l'arlitauni) btr Weemetrie be« 

SKaaßt« I. p«g. 181, 1844): »ci S7U« fpringt bie Setautt leitber au« bem Stegatmen in« 11011«»' über, nSniliib 
Sec. CS70» — o) — OO, Sec. (870» -t-o) = -*-OC. 

3lU(b rübieii (analeriftbe (?ecmctrie 1862 pag. 88) fpricbl bei einer äbiilicben lüelcgenbeit »cn einem fe* 
fertigen unb plö|}li(ben Umigilagen oen -t- 30 in — oo. 
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ffiir tragen ba^er ben aSfcluten SBertlj be« negatiben x bcn D au< nat^ finf« auf AC auf; — 
— e« reid>e bi« g — , beftbreiben mit gD einen 5>nlbfTei« unb jie^en bcn C an benfelben bie 
langente Ce. ©cUte fit^ nun finben, baf eb = AD =: a ift, fo mbc^te bie negatibe ffiurjet 
bo(^ iboßl nicht ale eine ftembe befeitigt roetben bürfen. 3u biefer Chificht »erben »ir am 
fchnellften Icmmen, wenn »ir bie eigentliche Aufgabe fo auefprechen : 

Durch ben ^unft D foU ein {mlbfrei«, beffen IDIittelpunN nicht fenfeit« D, fonbern bie« 
feit« D liegt, befchrieben »erben, fo ba§ ba«jenige ©tiid ber berühtenben l'inie Ce, »eiche« 
j»ifchcn beiben Sheifen liegt (be) = AD = a »erbe 

3eht ift Ag = X — a, Cg = b -H X. ©eil nun 

1) Ce* = CD.Cf = b.(b -+- 2 X) 

2) Ce* : Cg* = eb* ; Ag*, b. h- b.(b + 2x) (x — a)* =: (b -f- x)*.a*, 
fo folgt hierau« 

II. X . [2 b X* + (b* — 4 a b — a*) x — 2 a b*] = o. 

3ßan fleht, biefe C^leichung II. h<*t, abfolut genommen, bie nämlichen ©ur}eln »ie bie 
Slügel'», nur ftnb fie an 3e'<hen entgcgengejeht. Jrägt man mithin ben jehigen pofitiocn ©ertp 
oon X oon D au« linf« auf AB auf, fo muß ber anbete önbpuntt auf bcn fepon bcfprochenen 
Quillt g fallen, unb e« ift fomit bemiefen, bap »irflich auch eb = a ift. Daher enthält bie 
negatibe ©urjel ber ©leicpung I. leine unfret Aufgabe frembe t'ffung, fie fann fogat burep bie 
un« fepon geläufig geworbene ®emerfung, bap »ir oon D au« auch nach g gelangen Ifnnen, 
»enn mir in ©ebanlen fortroaprenb (oo — DG) recht« gepen, ju einer mit ber pofitiocn 
fung tpeoretifep ganj gleich berechtigten erhoben »erben. 

Doch ich habe noch 5“ (“9^1 ^ -Flügel löft bie Aufgabe noep einmal, inbem er bie 
Entfernung be« unbclannten fünfte« F oon C = x nennt. Er fommt babei auf folgenbe 
(^Icicpung: 

b . X* — (a* -f. 4 a b -1- 2 b*) X* -+- (2 a* . b 4- 4 a b* -f- b*) . X — a* . b* = o. 

Die ©urjel x = b ift naep ipm »iebcr eine frembe, jiir Jrage nidlt gepbrige, »eil fie 
ben Durepmeffer be« gefuepten Sheife« = o maepen »iirbc; non ben beiben anbern ffiurjeln, 
bie beibe pofitio finb, behält er nur bie Heinere (FC), bie grb§cre (fC) ocr»irft er aber« 
mal«, trop bem, bag fie pofitio ift, nur, »eil fie bie grS§ere ift! — Soll etwa, »ie er 
e« oorpin oon ber negatioen ©urjel Dg behauptete, nun auch bie grb§ere pofitioc ©urjcl fC, 
„nur al« 'JKittel bienen, bie 'Jiclation oon x gegen a uno b rational ju machen"? — ©arum 
gerabe bie grbperc unb nicht bie Heinere? Unb ift benn ba« IRationalmacpen etwa« falfcpe«, 
ba6 c8 falfcpe läntmotlen auf meine fjrage peroorbringen Ibnnte? Unb fonnte Slügel nicht auep 
gleich, 'U’t anjunepmen, bap oier Linien in ^Sroportion ftepen, annepmen, bap ihre Qua= 
brate proportionirt finb, »ie iep e« eben getpan pabe? So ftellt ber Eifer gegen bae fllegatioe 
fclbft ba« 'pofitioc in 8rage. 

Slnmerfung. 3n Dpm’« Seprift: Der@eift bet matpematifepen Slnalpfi«, lf)42, pag. 10, 
pnbe ich folgenbe Stelle; „Stellt x ben fHabiu« eine« Sreife« oor, fo ift eine ftillfehweigeiibc 
iUebenbebingung, bafe x eine pofitioe ganje ober gebrochene 3'*^^ ff'” ®'fbt alfo bic 

(glcicpung für x einen einjigen ©ertp nur, unb ift biefer imaginär ober negatio, fo ift in 
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beibcn gäücn, in um fo gut mit in bcm erflern, Die tlufgabe felbft gerabc)u unmög> 

li<^, unb bi( frübn fo gcabbntic^c ünfitbt, alb büifc man bab negatioe IRefultat nui im ent> 
gcgcngcfcttcn @innc nehmen, um boct^ eine Suflbfung ber gegebenen ^lufgabc ju ^aben, ift alb 
eine bev irrigften unb unbegrünbetften ju bejeiebnen.“ 3(b barf mich mobl feber <i$egen> 
bemcrhing enthalten. 

§ 41. 

Üambert (IBebttägc }um (gebrauche ber ÜKatbcmatil unb beten iHnwcnbiing 1. % 298, 

1765) ftellt fclgenbe 

33fte auf gäbe. Isb fetten bie »iet Cbjccte A, B, C, D in geraber Cinie unb bet äb> Fig- 7. 
ftanc AB = a, CD = c gegeben, bingogen bet mittlere Xb^t BC = x unbefannt. . . URan 
gebt in 0 unb migt bie Oinfcl AOB = n, AÜC = v, AOD = w. 

Jluflbfung (1). (Sb fei OP eine au« 0 auf AD fallenbc ^Pctpenbicularlinic unb bet 
©infei AOP = y, f« finbct l'ambcrt, inbcm et een a = AP — BP une c = DP — CP 
aubgebt, in Jolge jrocict Bon cinanbet unabbängigen gebiet: 

*g • y* + tg • y . V -+- cotg . w) tg . n . (tg . w — tg . v)J 

a , . 

= ^ . (tg . w — tg . v) — cotg . w . cotg . V. 

Unter Betmeibung biefet gebiet bültc et gefunben: 
tg . y* + tg . y- |^(cotg . V ■+■ cotg . w) — . (cotg . v — cotg . w J 

= — . cotg . n . (cotg . V — cotg . w) — cotg . v . cotg . w. 



tvann fährt er fort: „©otaue man fiebt, bag jiocen gälle mfglicb finb, unb ber loabte 
au« anbetn Umftänben muß beftimmt roetbeu, menn man ihn nicht fonft leicht etfennen fann. ... 
Xiefet aiibete gall ift (hier) berjenige, mo bie Ijinie AD jmo eon ben üinien AO, BO ober 
CO, DO auf ber anbetn ©eite burcbfchncibct, leenn fic augetbalb 0 oerlängert »erben." 

©tatt auf biefem richtigen ©ege jur Xeutung bet jroeiten ©urjel bet tsäleiebung »eitet 
fortiugeben, finbet ÜWeiet ipirfcb (pag. 83), bafe nach Vambert’« gotmel „fcb»er ju rech« 
neu" fei, unb beachtet bei feinet leichtern 'Auflöfung bie negatiee ©urjel gar nicht. 

eine noch elegantere äuflBfung bee ^troblem'« bat Dr. floppe (ebene Xrigonometrie, 
granffurt am SOfain, 1847, pag. 82) mitgetbeilt. 

Sluflbfung (2). et nennt AOB = ae, BOC = ß, COD = y, unb finbet au« 

BO : c H- X = Sin D : Sin (/S -I- 7) 

CO : a -4- X = Sin A : Sin {et + ß) 
a : BO = Sin et : Sin A 



c ; CO = Sin y : Sin D, folgcnbe (i^leicbung: 



(X 



x) . (c -4- x) 



— + y) 



Sin et 



Sin y 
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@c^t man tet fi^rjc roejen (a H- x) . (c -+- x) = d*, fc man 

X = + y (- “ - 4 - =, p unb oud? 

X = - + d* - = _ (p + a + c). 

aber nun crflärt ‘jieppe jcrabe ju; „roebei jebetb oen ben beiben bcr bet ©urjcl fte 
^enben 3 f'*en bab nci)atibe 311 »etreerfen ift." 

2 Ba« mir bon bem negatieen äSJert^c 3 U Ratten ^aben, werben wir am beften aub ber 
febinen, antifen anfl5(unfl beb ®oItrnfcb (örunerf, arebio, 16, 245) erfobren, cbglcid) aueb 
et, Wie fi(b leijjen wirb, bcn ber nejjatiben Söurjel niebt ben retblen ®cgtiff b'itte. 

auflbfitng (3). ©eftbreibe übet e einen ©egen, ber ben ©Jinfel y faßt, maebe ben 
©egen CG, einem ^eripbericwintcl ß entfpreebenb, unb ben ©egen GH, einem 'Pcripbetiewinfcl 
a entfprccbenb ; 3 iebe tnreb G eine ©arallele mit CD, mache OK =r a, »erlängere fie bib J 
unb befebreibe bureb K, H, J einen Sreie, welcher CD in A (unb E) trifft. '»’n A nach 

H (unb cbenfe ben E nach H) eine Vinie. Ilaturcb belemmt man bcn ©mitt 0 (unb 0'). 
hierauf 5 iebe GOB (fc wie GO'F), bann OC mit OD (fe wie O'C unb O'D). 

©eweib 1) baß 0 Per richtige ifunft ift. 

T!a ^ = HOD = 180® — (* + /3 + 7). «If® -A^OD =. » + ß y ift, ta fet< 
ner COD = y, GOH = « = AOB ift, fc muß BOC = ß fein. Cann ift KAO = GOH, 
weil beibe gleich GJH = e» fint. aife ift AK || GB, felglicb AKQB ein ^arallelegramm, 
mithin AB =: a. 

2 ) v^n ©etreff ben 0' fagt ©altrufcb: 

„aehn ticheb gilt ben bem %tnnfte 0'. X'cnn eb ift auch FO'E = <*, EO'D, = i, 

DO'C = 7 . Sind) ift bcr abfebnitt FE bcr Vinie FC ber gegebenen a gleich-" 'Jlämlich 

„aber auch bcr 'flunft 0' erfüllt bic geferterten ©ebingungen. Jienn HEK 
HO'G = a, alfe EK || FG unb JK || AF, baher EF = GK = a. Unb bicraiib felgt 
DE = BC." 

T)a§ ED =BC ift, beweifet ©altrutfch nacbträglich in einem bef enteren gapc (pag. 247), 
für unfern ge'iügt felgenbeb: 'Jl)?an bcrlängerc bie finien BOG mit EO'H, bib fie ficb 

in N treffen, bann h®< tnan nach bem £a(<c beb 'JKenelaiib in ©e 3 iig auf bab X'reieef BEK 
unb bic Itaiibeerfalcn GO'F mit HOA 



XG 


XO' 


EF 


; 1 


GB' 


• Ö'E ~ 


FB ' 


XH 


XO 


BA 


; 1 . 


HE 


■ OB ~ 


AE ' 



Da nun fchen bewiefen ift, baj? EF =: a = AB ift, unb ba felglicb aueb FB = AE 
ift, fe muß auch fein: 
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NG _ NH 

GB • (TE ~ HE 



NO^ 
OB • 



I)a ferner 



NG : NO' = NH : NO, fo ^ben Wir aucb 

GB ; O'E = HE : OB, ober GB . OB = O'E . HE. 

35}ei( nun cinerfcitb GB . OB — DB . CB ift, unb onbererfci« « 

O'E . HE = DE . CE, fo eraicbt fic^ 

DB . CB = DE . CE, ober BC : CE = DE : BD. ober BC : BE =z DE : BE. 
'l^emnäc^ ift in bcr BC = DE. 

3) SlUerbingd ^iemit iBaltrufc^ beioiefen, bag oon bem fünfte 0' Sle^nücbeb güt, 
toie oon bem fünfte 0. !Dem füge ie^, um bie Sle^nlic^fcit noi^ mc^r ^eroorju^eben, = 
fo gut wie HOA bie erfte @eficbt«iinie, GOB bie jweitc, OC bie britte unb OD bie bierte B«, 
mit bemfelben äiecbte ift HO'E bie erfte, GO'F bie }Beite, O'C bie britte, O'D bie bierte @e= 
fic^tälinic. Stud? bei 0' liegt alfo bem bon bcn beibcn erften Se^ftraljlen eingcfc^loffenen SBin- 
fet «e bic ©trcefe a, bem bcn ben bciben lebten ©ebftra^len eingcfc^loffcnen ffiinfcl V bie 
©trede c gegenüber. 2öa« fümmcrt e« un« aber, bafe bem bon ber erften unb bierten ®ifir» 
linie eingefcbloffenen SBintel ^ eine ©trede DE gegenfiberliegt, bie gleie^ BC ift? ©oUte bet 
'fSunft 0' allen geforberten SBebingungen cntfprccf»en, fo mügte ber bon bet jBciten 
unb britten SBiftrlinie eingefc^loffene Sintel = ß fein, Bfi^renb er boc^ = 180® — /3 ju fein 
fc^eint, unb eb mügte nun bie i^m gegcnüberliegenbe ©trede CP jur !X)ibcuffion tommen unb 
nicftt blo§ ber X^eil DE; e« bÄlte müffen nacftgcBiefen Bcrben, bag Böftrenb BC =p ift, nur 
CF = — (p -4- a + c) gcfefet merben fann. 

4) Une Birb eb niebt fdjBer Berben, bie beibcn no4 übrig gebliebenen bunfeln $untte 
aufjutlüren. 3«b nannte bor^in borläufig O'C ben britten unb O'D ben bierten ©tra^l. Tiefet 
Kuefprut^ bebatf einer neebnutligen (SrBägung. ©oll, Bä^renb O'E ber erfte, O'F ber <B»iu 
©tra^l ift, eine Ijinie ber britte fein, fo muß fie auf ben jBeiten folgen, mug re<^t«^in, (tin< 
ter bem jBeiten liegen, föir baben baber, um ben britten ©trabl }u erlangen, bon 0' aub 
über L binaub unfern ÜBeg ju nehmen unb erft bann anjubatten. Beim Bit auf biefem föege 
bi« }ur t'inieAF im ‘fünfte C gefommen finb. ®et britte ©trabl ift mitbin nitbtO'C, fonbern 
oo — O'C, fo Bie aucb bet bierte ©trabl über Q binau« nitbt O'D ift, fonbern oo — O'D. 
92un ift ber bon bem jBeiten unb britten ©trabt eingefcbloffene !B3inftt FO'L at« ©<beitelBinlel 
= CO'G, alfo in ber Ibot = ß, unb bie ibm gegenübetliegenbe ©trede gebt oon F über M nach C, 
ift alfo = oo — FC, ober Benn man liebet Bill = — FC = — (a-j-c-|- DE) = — 
(a + c + p), Bäbrenb fie in ©ejiebung auf bcn $un(t 0 = p Bor. iSnblicb ift bcr bom 
britten unb bierten ©trabl eingeftbloffene fßinlel QO'L at« ©tbeitelBinfel = CO'D = y unb 
bie ibm auf bet binie AM gegenübetliegenbe ©trede CD = c. 

Ter ^unftO'giebt un« alfo nicht nur 9ebn liebe« Bic bcr '^untt 0, fonbern er erfüllt 
tbeoretifcb ootttommen alte geforberten Sebingungen eben fo gut, Bie 0; amb finbet 
jebt eine oolllommenc Harmonie jBifeben ber geometrifeben unb ber jBcitcn trigonometrifeben 
Üäfung ftatt. 

3 
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ilnmerlung 1. ^at c8 für moitc^ni ecftr ein Ontereffe, an bent »on SKeicr 

$irf<^ (pag. 82) gegebenen 3a^Ienbeifpie(e: a = 2731, c = 1987; «= 19» 7', /3 = 31«5', 
y = 14» 57', incrna* x = 3612,225, aber au<b x = — 8330,225 ift, bte «icbtigfeit bet 

bon mir oerbcfferten Samberffi^en ®(ci<bung ju prüfen. SKan finbet bur(b biefclbe 

tg.y = -j- 0,7181913, olfo y = 35» 41' 8", 1 

nnb auf tg.y = — 1,505883, atfo y = — 56» 24' 48*, 1, cber im oierten Ouabrantcn 

liegenb, b. b- fällt man »on 0' ein 9otb O'P' auf CF, fo ift ber SSBinfel 

EO'P' = 56» 24' 48*, 1 ttäbrenb AOP = 35» 41' 8* 1 beträgt. 

TJiefe SRefultate ftimmen »ollfcmmen überein mit benjenigen, bie ic^ auf einem ganj onbern 



SEßege gefunben b»be, toenacb 
AO = 7992,8.55 


EO' = 


208.3,715 




BO = 6773,285 


FO' = 


4613,175 


A = .54» 18' 51*, 94 


CO =r 6706,066 


— CO' = —4031,686 


E = 146» 24' 48*, 12 


DO = 7456,447 


— DO' = — 2202,170 





anmerfung 2. Sion bicfer 'Lambert 'fc^en Slufgabc fcmic icb noch eine fdjönc geometri^ 
f<beii Ccnftruction ber au« ber jweiten trigonometriftben l'bfung btroorgegangenen ©teicfiung »on 
©eff et unb eine rein geometrifebe auflbfung »om Oberlcbrer Dr. off mann in Äbnig«berg. 
C4 n>ärc }u u>ünf<bcn, bag feine biefet beiben Vbfungen »ertoren ginge. 

§ 42. 

flappu« (»er 4<Xt n. Gb-) giett in feinen ©ammlungen al8 bie in ber »erloren gegan* 
genen ©ebrift bc8 apottoniu« 'jSergäu« (um 247 o. Gb-): otwoTOfäff 

in 20 Certem unb 84 f^äUen bebanbclte Süifgabe folgenbe an: Am» tov iebivTee on/ur/ou 
fvBtla* iy»ytn re/Kvouaaer »ito reit ieö$taSv dint i\)c eu^nöiy wföf reis 

hi eivTon iodtitTt (nt/xthic xv^lev ‘XtftrxfiiccK iffov ri ioöivTk 

8u« ber SBiebcrberftellung ber ©ebrift »on ^allep (1706) »äblen mir nur ben britten Ort 
Fig. 8. be« per omnes cagna plenigsime soinO Slrobtem’e, n>el<ber lautet: Intcrsecent ge mutuo reo- 
tac dnae positione datae, ut KL et MN, in pnncto B, ac concipiatur utrumque punctum 
coalegcerc in commune punctum occnrgng B: oportet dneere per punctum datum J rec- 
tam AC, qnae anferat aegmenta AB, CB, rcctangulnm aequale rectangulo dato compre- 
hendentia. I?ct grbfeeten ©equemli^fcit megen aber brüden mir un» folgcnbermafeen au«: 
34fte Aufgabe. G« finb jtoci ficb in B febneibenbe gerabc Vinien KL unb MN unb 
tmiftben ihnen ber J gegeben. 'JJian feil bureb biefen Slunft an fie eine @erabe AC fo 
legen, bafe ba« babureb abgefcbiiittcne ®rcied ABC einen gegebenen 3nbalt b»be. 

.^allcb (unb ftcberlitb auch ÄpoUeniu«) erfannte, ba6 ber un« beftbäftigenbe l'ocu« brei 
S.ille in ficb febtiefee, je naebtem bie gefiiebte 8inie in bem SBinfel KBM ober in LBN ober 
enblitb in bem SäSinlet KBN su Tiegen temme. 

vln neuerer 6at man au« biefer Aufgabe ;wei gematbt, intern man e« befenber« b»» 
»erbebt, bog ber fliinft J außerbalb ober inneibalb eine« gegebenen SBintcl« liegen foU. SEBir 
befebäftigen un« »aber iunöcbft mit bem erftern, leitbtcm Jalle. 
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IfUT 3a((. 9u6cr^alb bc< ääinttU KBM ift ein ^unh J gegeben ; man foU bnre^ ben< 
{eiben bic ^inie JAC f» jie^en, ba§ ba« abgefe^nittene Xtreied ABC eine gegebene @ib|e §abe- 

Sufibfung. !{ßenn man bie gegebene glätte in ein ^TaUelegramm BEFG eerieanbeU, 
beffen fünfte P unb £ mit J in gerabex £inie liegen. Denn man fernex J£ = m, B6 = p, 
BC = X |c|t, f» finbet man leicht: 

X = p ± Vp . (p -H 2 m). 

Dr. (£. Ungex (3)ie (ilcometxic beb (luflib. lixfuxt 1Ü33 pag. 586) fc^Dcigt übex 
»ab HKinubieic^n box bex £8uxielgxbSe gan} unb gax, ex tennt nux eine Sluflö(ung. g. £$olff 
(l'eljxbuc^ bex ©eomctxie, Sexlin 1833 I. pag. 197) bexDixft ba« jDeiie gcxab« }u, ex 

fagt: „Xlie £i}ux}el baxf nux pofttio genommen mexben, Dcil fie gxbgex ift alb p, unb x nic^t 
negatio fein tann." Dr, ©txlad^ (l'eljxbn(^» bex ÜJlat^ematif, f5tanimetxie, Deffau 1853, 
pag. 126; beutet ba« negotioe inbem ex fagt; „'Die ®cbeutung biefe« negatioen Slu«< 

bxudb ift bie, ba^ man fein @cgent^cii in entgegengcfe|}ter diiebtung auf BN, atfo bab oeriangte 
Dxeied »on bem »Sc^eitelDinfel NBL abfe^neiben tann." Unb in ä^nlitfici SBeifc ^attc fi^ 
aueft f(^on Rlügel tl803, I. pag. 115) mit ben Sßoxteii geäupext: „Die SUgebra giebt mit 
bex auflöfung fiii ben galt, ba bie 2inie AC inncrljalb beb Sinfclb KBM gelegt mixb, auc^ 
bie Sluflöfung füi ben gall, ba A'C* imiex^alb beb Söinfetb NBL gelegt Dixb." ©ollten nun 
Ungex uiib SDolff gegen ©exlac^ unb Itlügci einmenben; fflii ^aben nux inncx^alb beb 
ffiintelb KBM eine Übfung gefuebt, iiinexbalb beb anbexn Sinfelb XBL haben mix nit^tb ju 
fueben, unb do mix niebtb ju futben haben, DoUen Dir auch niebtb finben; fo Düxbe ich auf 
biefen öinmanb in fchon betannter SÖeifc exDibexn: D)ic ©tbenfel beb üBinfelb KBM gehen, bex 
eine oon B übex M nach N unb B, bex anbexe xeicht bon B übex K unb L bib B. fflenn 
X = BC negatio gefunben Dixb, fo hb<§t bab eben mit Umgehung beb Itnenblichen, ich habe 
bab nämliche pofitioe @tücf in entgegengefeptex 9tichtung oon B bib C' aufjutxagen;*) unb ebenfo 
giebt bab negatioc (Stücf BA' }u extennen. Die Deit auf bem Schenfel BK bex IDuxchfchnitt bex 
gefuchten üinie übex B liegt; ich alfo BC' unb BA' immex noch aib @chentel beb ux> 
fpxüngtichen ©infelb KBM unb bab X)xeied A'BC' alb oon biefen ®chenleln abgefchnitten an. 

fflcDeib, bo6 A'BC' = BEFG = P ift. 

lib ift BC* = Vp . (p -I- 2 m) — p, alfo GC' = Vp . (p -H 2 m). 

'Jtun fei JP = V, alfo p = v — m, p-+-2m=: v-f-m. ÜBithin ift GC' = yv*~ m*. 

SBeil bemnach JP* = GC,* -+- JE*, fo auch 

JFH' = GCH' -f- JEA'. Daoon ab A'BGIT JEA', giebt 
BEFG = A'BC'. 

8 43. 

2t ex galt, dnnexhalb beb tOlintelb KBN ift bex $unft J gegeben; man foU buxch 
benfelben bie Vinie AC fo )iehen, ba§ bab obgefchnittene IDxeiect ABC einen gegebenen SKaum 
enthalte. 



*) 3n Cec gigur ig b« $unlt (/ abgibtitcb tu loenig nS^ct on B gelegt, oll e< fein foOte, uu noih ben 
eDmUpunft H' boTgeUen |n linnen. 



3* 
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Fig. 8 M. Iftc Hnna^int. JE =: JP. 

I?a« fltinft« Titficd fe^ncibft mon auf btfft ©tift ab, int>»in man JE || BN Ifflt, 

EA = EB matbt unb AJC Denn man »heb bute^ bie $itf«linie SAT, »ef(^ BN 

(mrallel gejogen ift, leicht bc»eifcn Ibnncn, bag fc»of^( buri^ bie Sinie RJN, a(b bur^ bie 
8 inie KJO ein gTögete« Dieietf abgefc^nitten »itb a(e ABC. 3Rac^t man nun FJ = EJ unb 
jie^i FC, fo ift ba« ^aTaUclcgTamm BEFC biefem neinften Dreied gleic^. Da^er barf bet 
gegebene SRaum nic^t Meinet aib biefe« '^rallelogramm fein, nenn e« mbglit^ (ein feil, bie 8 uf* 
gäbe praftifc^ ju Ibfen, b. bet gegebene ^unft J barf nit^t bem fünfte F nä^er liegen aM 
bem fünfte E. 

Fig. 8 jS. 2te Hnna^me. (Sb fei ba^er JE < JF. 

aUe gt^riftftcUct, bie biefe Aufgabe bc^anbclten, ^aben erfannt, ba§ unter bet gematzten 
löcrauafe^ung j»ei Suflefungcn mbglicb fiiib. Denn »avum (eilte nic^t ebenfe gut, »ie bie 
Dreicrfc AEJ (= D) unb GCH (= J) äufammen gleich bem Dreied JFH (=d) fein fbnnen, 
aiitf) baa Dreicd A'EJ (= D') bem Zrapej JFGC' = JFH' — GC'H' (= d' — J') gleich 
ju machen fein? (ge bürftc ja nur C'G= CG gemacl^t »erben. 'Jlac^bem man alfe ein recfit^ 
»infligee Dteitd gemacht ^at, beffen ipppeteimfc JF = n unb beffen 8 atl?cte JE =: m ift, 
trägt man bie anbere Ifat^ete ^ =z ± Vn* — m* auf BN cen G au« nach heiben Seiten 
bie C unb C' auf, unb jicljt burch J fomohl bie l'inie AC, ate auch bie üinie A'C', fo genü» 
gen beibc Dreiede ABC (=A) unb A'BC' (=A') ben anferberungen, inbem fiep leicht jeigen 
läßt, ba§ jebee biefer Dreiede oem gegebenen ‘^Parallelogramm BEFG (=: P) an Jläche gleich- 
tommt. Diejenigen, »eiche bie aufgabc mbglichft rein arithmetifch lüften, heben, »cim fie »ieber 
BG = p unb BC = X festen, gefuiiben: 

X = p ± Vp.(p — 2 m). 

Äatürlich; benn n-+-m = p, n — m = p — 2 munbx = p:±:C 

Heiner oergifet bei biefer ©elegenheit ju bemerten, ba§ bie l'üfung ber aufgabe unmöglich 

»irb, »enn m > ift. aber felbft Diefter»eg, a. SRichtcr in Clbing unb ^auder, »eiche 

bae Problem De sectionc gpatii in befenbern Schriften 1827, 1828, 1837 bebanbelt heben, 
»arfen nicht einmal bie Jfrage auf, »ie ber unter biefer SBerauefehung imaginär »erbenbe au«» 
brud für x 511 beuten fei. Och leim mich aber babei nicht beruhigen, bafe, »ährenb bie beiben 
arithmetifchen ant»orlcn, »eiche ficb auf bie annabmc, »onach J näher an E liegt, beäiehen, 
gleiche Berechtigung unb anerlenming in ber (Seemetrie gefunben haben, bie j»ci eben fe be» 
ftimmt auegefprechenen arithmetifchen antmerten, »eiche auf ber anbern Seite ber (Srenje htr> 
borticten, »enn J nämlich näher an F liegt, gar nicht« bebenten unb in gar feiner ©ejiehung 
jur geomctrifchen aufgabe flehen fclleu. Daher gehe ich »eilet. 

§ 44. 

Fig. 8 y. 3te annahme. JE > JF. 

ailcrbing« lann nun »eber ein Drcied »ie ABC = A, noch ein Dreied »ie A'BC' = A' 
bem '^»arallelcgramm BEFG=:P gleich fein; e« müßte ja bann »egen ber aehnlichfeit gemiffet ' 
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I>reierfe ju JE* = m* etwa« Unbefannte« GC* ob« GO,*= ^* obbirt io«beii fftnntn, 

um JF* =: n* )u erhalten. X)a iebec^ gegenioäitig m > n ift, fo ift foU^ed auf btm (Gebiete 
beb ^ofitiben nit^t mbgüc^. %bct nenn bab Unbefannte negatio mäie, fo nürbe, meine 
id), fein ^inbernig fein, um }um 3ici< gelangen. 3n}ni|c^en ^eigt bab iiegatibe llnbelannte 
abbiten bi>4 nac^ allgemein jugeftanbenem Sgrac^gebiaucb nie^tb anbereb, alb bab nämliche 
pofitioe Unbefannte fubtra^iren. ®c fügt ja unter anbern f(^cn Slügel (I. pag. 110): 
„X)ie SUgebra begreift Jlbbiren unb (Subtrabiren in eine 9fc(bnung, baber ihre mehrfache Snt> 
nert auf eine grage." ©inb nir aber gejmungen, jebt m* — I* = n* jn feben, fc btifet 

{ d + i = d \ i d' + = D' 



bab, Cb feil 



I fein; »ab barauf 



jurüdjuführen ift, baß jebt bab burch bie gefuchte l?inie AC ebet A'C' ab;ufchneibcnbe ®reied 
ABC ober AB'C' bab gegebene ^arallclcgramm BEFG um bab 'tJoppelte eineb T)reiecfb übetä 
treffen foU, beffen ©eiten bie unbefannte Uinie (GC ober GC'), bie gefuchte l'inic unb bie gege» 
bene l'inie FG finb; »eil, ttenn man bie ergänjeiiben Irapese BEJC unb BEJC' mit TnnbT 
bejcichnet, fomehl T = P — d + alb auch T" = P — d' -1- ift. fturj, eb feil jebt 
A = P -+- 2 (J, ober A' = P -i- 2 fein. 

X)ie gan}e Aufgabe, bie in unferm jneiten fballe enthalten ift, lautet alfo eigentlich fol^ 
genber 'Dlaßen: 3n einen ©infei ift ein 'Parallelogramm (P) gejeichnet, mau foll burch ben 
^unft J eine Vinie AC jiehen, bergeftalt, baß D ± J = d »erbe. @ie jerfällt bemnach in 
}»ei Aufgaben: 1) D -I- c? = d, b. h- ^ = P* 

2) D — ^ = d, b. h- A = P -t- 2 cf. 

@iebt man unb bie erfte itufgabc, fo wirb ftillfchweigenb ooraubgefebt, baß J näher an E 
alb an F liegt, baß m < n ift. ©er bie jmeite Äufgabe ftellt, benft fiep nmgefehrt n < m, 
©eilte hoch niber (grmarten bei ber erften Aufgabe m > n fein, fc bürfen wir unb niept »uu^ 
bem, wenn »ir bei bem arithmetifepen üubbvucf für x ober ^ auf Unmüglicpeb ftoßen, bab will 
eben nur fagen, baß »ir baburep in bie jweite Aufgabe pinübergreifen. (ibenfo ergept'b bem, 
ber »äprcnb ber ^Befepäftigung mit ber {weiten Aufgabe annimmt, baß n >- m ift; auep er 
ftbßt bann auf einen imaginären Slubbruef, ber ipn beleprt, baß er ja in bie erfte Änfgabe 
pinüberfepweife. 

§ 45. 

©äprenb »ir in § 43 unb mit ber erften fpecificirten Aufgabe A = P befepäftigt paben, 
»ollen »ir jept bie anbre bepanbeln: A = P -H 2 c^, »elcpe auf eie im ocrigen ^atagrappen 
gemachte britte Snnapme pinaubläuft, baß JE>-JF ift. ^un wirb man auf nieptb imaginäreb 
ftoßen; man toirb finben, baß ^ =: ± Vni* — n* unb 

X = p ± Vp . (2 m — p; ift. 

(Sb fann aber JE unter ganj bcrfcpiebenen 'Jlebcnumftänbcn grfßer alb JF fein, bie iep 
noep angeben unb »o eb mir nbtpig fepeint, mit (Srlänterungen begleiten will. 

Grfte 'Jfebenbebingung. GC < JF. 

Tiab IDreiecf GKl'Il' muß picr alb pofitio betrachtet »erben, weil fowobl feine ^runblinie, 
wie auch fci>» $bpe eine entgegengefepte l'age ju (ärunblinie unb :pöpe beo ^rciedb GCH poben. 



Fig. 8y. 
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Fig. 8 t. 

Fig. 8 C 
Fig. 8 «f. 
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3>BCtt( 92t6cnbcbingung. GO = JF. 

aB«^t man GO” =r GC unb eerlängert JCT beibrn @eit«n, fc ttitb man 
finben, ba§ bie poralltlen ^htttn BE mib FG bcn i^t ni<bt gbt’foff*” to«ben, cb«r bo§ bi« 
©(^mittpunftc A' unb iT in eint unenblicb« gerne gerürft (inb. SDlan fann ba^tt fogen, boft 
fome^l A' uncnbtie^ (=U^/ ^ uncnblie^ (= a') ift unb e« fann A' = P + 2.(f' fein. 

Dritte Sieben beb ingung. GC >• JF. 
a« ift JEA' = JFH' -+- GC'H'. 

Daoon ab; BEJC' = P — GC'H' + JFH'. 

atfc A'BC' = — P + 2 . GC'ff, ober — A'BC' = P — 2 . GC'H'. 

92un berftanben mir in § 44 unter bcn abgcf(^nittenen giäf^enraum über BC' reebtb 
oon BE, ba aber in unfrer je^igen gigur ba« obgefef/nittene Drcicd A'BC unter BC' reibt« 
»on BE liegt, fo ift A' = — A'BC'. Cbenfo »erftanbcn mir in § 44 unter einen gemifjen 
giäibenraum unter GC' linf« oon FG; »eil jebt aber GC'H' über GC' linte oon FG liegt, 
fo ift — GC'H'. Daher ift auch bi«'*. ®ic W« f®U: A' = P -4- 2 . 

Jßiertc Diebenbebingung. GC = JE = m = p, unb JF = n = o. 

Da A' = A'BC =z o, i" z= — CGF unb P = 2-C'GF ift, fo b«l«n »ir »ieoer: 
A' = P -H 2 . 

gUnfte IRebenbcbingung. Der '^unft J, ber früher jmifihrn E unb F lag, ift bem 
fünfte F immer näher gcrüitt unb liegt ie|t außerhalb EF, reihte bon F, fo bag, nachbem bet 
SBerth oon n, b. h- bie (intfemung be« 'fiunhee J oon F (linte oon F) fchon bie auf 9iuU 
hcrabgcfunlcn »ar, oon nun an n negatio = — > ift. Demnach ift ber abfolute SBath bon 
JF =: » unb m = EU = EF -H FJ = p -H V. 

Ce fei hiebei GC >• r. ffleil immer EU* = JE’* -f- GC* ift, fo heben »ir, »enn 
»ir A'EFH* = V' unb A'BGH' = v fe«en, 

einerfeite: anbererfeite: 

EUA= JFH -f-GCH| iBEJC b. h- EJA' — A'BC = V' JFH' — (CGH' —u') 
DaiuBFUC = P+^CH — JFhI J ab EJA' = JFH' -4- CGH' 

A = P -H 2 . J. 1 1 — A'BC = P — 2 . CGH'r 

Da »ir nun auf ber einen ®eite unter A unb i bie 9iäumc über BC oerftehen, »el<h< 
rechte oon bcn paraUclen llinicti BE unb FG liegen, fo muffen »ir auch auf ber anbem 
@eite unter A' unb ^ 9iöumc über BC oerftehen, »eiche rechte oon ben genannten Linien liegen; 
aber A'BC' unb C'GH' liegen linfe oon benfelben, alfo ift A' = — A'BC unb c^ = — 
CGH', baher haben »ir auch auf ber anbem @eite »icber A' = P + 2 . . 

©emerfung. A'BC' = V' — u'. 

®e«hftc 'J2cbenbebingung. ©)ährenb n negatio = — * bleibt, »irb GC = v. 

Da hiebei A uncnbliih =: U unb cf unenblich = n ift, fo mag auch hiee A = P + 2. J'fein. 
fteine ®ch»iebigleit macht bagegen ein negatioee )fi)ir fe^en babei, abfolut genommen, »ie 
immer, GC =: GC. Dann haben »ir wieber: 



Digitizecj by Google 




23 — 



EJA' — A'B(r = V' -I- JFH* - C'GH' ü' 

EJA' = JFH' - 4 * aOff 

— a'BO' = P — 2. C'GH' 

A' = P H- 2 . <?' 

©tmtriung. Süi(^ ^ier ift A'BC = V* — 

@i«bent( 92(benb(bingung. SBä^rtnb n negattD Bfdbt, »irb GC < ». Fig. 8 i. 

1) I ift bcfitib. EJA = FJH + GCH 

BEJC = P FJH — GCH 
— ABC = P — 2 . GCH. 

■Sun obtr btrftcbbn »tt unter A unb i ret^t« btm bcn ^ralltlen BE unb F6 gelegene 
X)ieie(fe, beten @t>i|;en A unb H oberhalb ber tSrunbtinien BC unb GC liegen; tneil aber 
in unferer je^igen ffigur bie ®bi(en ber Dreiede ABC unb GCH unterhalb biefer @runb< 
tinien liegen, |o ift: A =z P -i- 2.J. 

2) ^ ift negatib. Die« giebt »ieber: — A'BC' = P — 2.GCW. 

Cbgleie^ A'BC' unb GC'H' ^ier, »ie A nnb in § 44 gig. y, oberhalb ber tSrunb'- 
tinien liegen, fo ntüffen fie benno«^ al< negatib betrachtet toerben, Ucit ihre ®runblinien bo« 

3eichen beränbert hoben. SJährcnb bort nämlich bie @runbtinien recht« bcn ben 'parallelen 
BE unb FG lagen, liegen fie hitb (BC' unb QC) linl« bon benfelben Parallelen. Daher ift 
auch hitb A' = P -4- 2.^'. 

©emetfung. A'BC' = V' — v'. 

Sichte Sebenbebingung. ffiährcnb n negatib bleibt, ift GC = o =GC getocrben. Fig. 8 le. 
e« ift bemnach m = " unb £ = ± Vm* — n* = ± o. 

Da hier ABC = o = A'BC, p = o, GCH = o = GC'H', fo ift foWchl A = 

P -H 2 d*, al« auch A' == P -t- 2 J'. 

©emertung. 2ßan fann einerfeit« miebet fugen: A'BC = V' — u", anberer» 
feit« mit ^inblicf auf bie fclgenbe Ichte Sebenbebingung, inbem man AEFH 
= V unbABGH = u feftt, e« fei A = V + u = P unb A'=V' — u' = P. 

■Seuntc Sebenbebingung. SBährenb n negatib bleibt, mirb auch GC negatib, b. h* Fig. 8 A. 
bie Sinie FG, welche bi«her recht« bon ber parallelen BE tag, femmt )eht linl« bon berfetben 
jn liegen. 

Urfprünglich (§ 43) waren JE unb JF pefitib unb babei JE < JF; fcbalb JE >■ JF 
würbe (§44), fing ba« 3maginärc an herborjutreten, unb wir fchrieben ftatt ^ = Vn* — ^ 
liebet in § 4.5 ^ = Vm* — n*. ')iun ift (oon § 45, 5 ab) JF negatib, alfo immer noch 
JE > JF; weil aber jelft (§ 45, 9) abfolut genommen JF> JE, fo wirb ber corrigirte Slue« 
bruef Vm* — n* wieber imaginär unb beborf einer neuen ßorrection. Plan wirb nämlich 
nicht mehr fagen Ibnncn: JE* = JF* ■+■ GC* fonbeni wie ju Slnfang (ehen müffen: JF* = 

JE* -H GC*; bann ift mietet ^ ± Vn* — m* = ± V»* — m*. 
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1) ^ ift jjofiti». EJA 2 : PJH — GCH 

— ABC -I- EJA = — GCH — u -4- FJH — V 
— ABC z= — (V + w) = — B 
' . A = r. 

2) ^ ift negatio. EJA' =. FJH' GtTH' 

BEJC = — A'BC' -I- EJA' = — GC'II' + u - 1 - FJH' — V' 

' — A'BC' = _ (V' — = — P “ 

A' = P. 

Da bcfamitltcb nur erfi »cnigc Se^riflftellcr ba« ^rtnsip bet ®“f Släc^n 

angetcanbt ^aben, fo fd^ien e« mir jibectmägig, bei bet 9ueeinanberfe|}ung meiner @rünbe, marum 
itb bei bem serliegenbcn SRaumfdmitt bicfe Släcpe für pefitic, jene für ncgatib erflürte, nic^t 
ju tbcrtfarg ju fein. (5b gereicht mir übrigen« jur ©efriebigimg, ba§ meine be«faüfigen 9?e» 
fultate BcUtemmen mit ber JRegel übereiiiftimmen, welche ÜRbbiu« in feinem barpeentrifeben 
(£alcut (1827 pag. 20) aufgcftellt pat Darnach ift nämlich Stäche aW negatib ju betrach» 
ten, menn bie in ihren (Scfpunlten jur tSejeichnung befinblichen iBuchftaben in entgegengefeptem 
®inne gelefen »erben muffen, al« bie entfprechenben IBuchftaben in bet Hauptfigur. SD7an 
»äple 5 . ©. au« S'flU’^ 8 * bie Dreiecfe = CGH unb i = CGH'. ®ei bem erften 
Dreierfe, beffen gläche »ir at« pofttib betrachten »cUen, hat ba« 8 uge ©ehuf« ber angege« 
henen ©enennung eine ©ewegung een recht« nach h«bum ju machen; ba e« nun bet 
einer analogen ©enennung be« entfprechenten anbern Dreiecf« <f' eine ©emegung bon linM nach 
recht« hbbiim machen mug, fo hat man bie Släch« nach IDtSbiu« at« negatib aufjufaffen. 

(So haben »ir benn bie Sanberung au« bem IKeellen in« Omaginärc unb au« bem 
Omaginären in« Sieelle ootlenbet, fiub aber habet fthlieglich au« bem jmeiten Salle in ben erften 
Sali, bei »etchem J auBetpalb ber ©chenfel eine« Sinfel« lag, gelommen. ffiir fepen alfo, bog 
bei bem borliegenben flroblem »eher bie ®cheitel»infel noch hie 'Jieben»infet einen »efentlichen 
theoretifchen Unterfchieb begtünben. Demnach ift bie ältere lÄuffaffung bet Slufgabe ber fpätern 
3»eilheilnng berfelben oor}ujiehen, unb bebarf nur ber bon un« gegebenen (5rgän}ung »egen 
bc« Omaginären. 

Och tonnte noch über l5ha«le«’ ÄuflSfung be« ©roblem« bom Staumfehnitt bermittelft ber 
Doppelpunlte }»eier h«»>bgbaphifchet Xheilungen (Traitä de G«omätrie supärieuse, 1852, 
pag. 218) fprcchen. Da c« aber in bem 3Befen ber Hßethobe biefc« 312eifler« ber neuern U^ometric 
liegt, ba« Omaginäre, fo ju fagen, ju umgehen, que leg objeta gugceptibles de derenir imagi- 
haire«, n’y entrent pag gong forme explicite, maig g’y tronvent repr«sent«a par des «läments 
r 6 els, pag. XVI., fo oerfpare ich mit ein »eitere« (Singehen auf feine ätufläfung für eine fpötere 
©elegcnheit unb führe jur ©eruhigung berer, »eiche meinen fönnten, bafe meine anflöfungen für 
bie Sülle, baß bie Sennetn imaginär »erben, bie eigentlichen Aufgaben ju fepr änbern, au« feinem 
aierfe pag. XVI. noch bie ©orte an: II peut arriver, qnand quelques parties d’une iigure de- 
viennent imaginaires, que leg propogitiong goient sugceptibleg de nouTcanx 6 nonc 6 s tr«g-dif- 
fhrents des premiers, et donnent lieu k des propri«t 6 g de l’Ptendue trhg-diffhrentes anssi 
de cellcs que l'on congidärait d’abord. 
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§ 4(). 

35ftc Äufaabr. 'JJcroti'ti in feiner Arithmcfiea universalis ipag. 118 Probl. 24') tcfrtiäftiflt 
ficb mit fclflenber Ülufgabc; Aiigninm ivrtnm (CABj data recta (BC) siilitendere, quae trans- 
ibit per datum punctum (D), a Uneis rectum anguliiin comprehendeiitibus acquidistans. 

I^urcl) gefebidte SfaftI ter unf’cfnnnlen @rfBe femim er auf eine biguabratifdie iSieicbung, 
in recld'tt bir imgctaben itetcnp'u fehlen, fe bafe e« nur jnjci an Ouantität berfthicbene Sliif» 
thfungen giebt, aber jebe terfelben fann pofitip eber iiegatio fein, (ir felbft fümmevt fiib bei 
biefer älufgabe um bie bcrfcfcicbene Oualität ber fRefultatc gar nicht. 'Ceefa feheii mir nad>, ma« 
fpätere SchtiftfteUer au« bcrfelben bei biefer ^Gelegenheit geiuadu hüben. 

Bezout (Cnnrs de Matböniatiquo», III. 330) nennt beu Slbftant bev Schenfel be« rechten 
i&Iinfele bon D = a, BC =. c. 5ür ben galt, ba® IK' nicht mit D in bem nämlid>en Qna- 
brauten liegt, nennt er bie hitlhb Summe ber unbefanmen l'inien DB unb Dl’ = x, für ben 
aubern gall aber, baj D mit BC in bemfelben Guabranten liegt, bcjeichuet er bie halbe aNffe» 
ten’, btr Üinien DB iiitb DC mit x. An beiben Jällen Icmmt er auf bie nämliche (’Aleichung 

X* — cc -I- 2aa^ X* =: aacc — j^j 

X = ± ^ fc aa ± Vaacc -4- a* ift. 



'Bon ben hierin fteefenben biev iiSerthen bejicht er auf bie erfte gigur tec) ben 'Jtubbruef 

^ - j "i; 

X = -I- j/ cc -P aa -t- a Vee + aa 
unb auf bie smeite gigur (ß) ben Jlusbrud 

X = -t- ^ ^ cc H- aa — a Vec -f- aa, 

melcher perau»ie(}t, bap c* > 8 a* fei. 



ilud’ ift et tpegen ber beiben aubern negatiben SJertbe nicht in SJerlegenheit. (ir fagt 
(ähnlich tbie bei ber in § 3U hehanbelten Slufgabe): Leg dcux antres racincs, ctant tontes 
negatives, ne peuvent appartenir qu' ü des cas tout opposcls A ccux qu’on a considenis 
dang chaque rfsolution. . . . I’our trouver A quels cas dies appartiennent, il taut observer 
qiie rien nc d^termine dang la qnegtion presente, ou du raoins, dans l’c'quation, si le 
point D est, (comme on l’a supposd d'aburd) an-deggous de .\J et A gauebe de AE, ou 
g’il egt, au eontrnirc, aii-dc 8 .suH de la preniibre ct A droite de la seeoude, comme 04 le 
voit ici A r^gard de -A'J' et de ,\'E'. ... Et l’on voit en effet que dans cette nnuc eile 
Position les points B et C tombent de cfites opj)os^s A renx oft ils tombaient d'aborcl, 
et qne par consequent la sommo, ainsi que la diffi'renee des deiix lignes DB' et DC' 
doit etre negative, comme l'äquation les donne en effet. 

riefe i'Jfung fann un« aber nicht beftiebigen, weil effenbar bae jtoeitc Shftem bon fenf 
rechten Linien A'B' niib A'C' ein ganj fremtartige« ift, nur hiniieftellt, um äußerlicb einen @e^ 
genfah betborjubringen; ber itunft D bat mit icfjtcrem Suftera nicht« ju fchaffen. 

4 



Fig. 9 a 
Fig. II a 
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Äii(^ crfcimt fd)cn Vaacif in feinem Traitß de Trigonometrie et d'applieation de 
l’Algebre ä la G6om6trie tÖ^seuf« XiarfteUung bet negattben £$ur)cln Hiebt alb ridjtig an, er 
fabelt feine ‘jlnalbfie alb unocUftänbig uiib fcbler^aft. Vacroif erhält bie negatisen ©urjeln 
babureb, baß er in gig. 9 « bie t!ime DCB in ben entgegengefebten Cuabranten 
Fig. 9 y. nnb in gig. 9 ß babureb, baß er fic ätoat in ben nämlicben Qiiabrantcn jiebt, becb f®, 

Uaibcte AH fürjer nnb bafüt AC länger werbe, wie fclcbeb aub gig. 9 y ju erfebcii ift. 'JJeeb 
bcutlieter fpriebt fieb in biefein Sinne fein Ueberfeber Abeler 1822 pag. 124 aub, inbem er 
lagt (gig. G y); „tib finbet fieb 

DL = + I ( )* + n* -4- a Vee -+- aa = -4- W; DL' = — W, 

DL"= -4- |/ + a* — ^ a Vee -4- aa — -4- vv; DL'" = — \v. 

Cie »erjebiebenen ^eicljen ber bcm erften DJabical geben jn erfennen, eb rer (jetcbmalige) 
■^tuiift L ben D aiib naeb bem Scbenfcl AH" cbcr nad) bem Scbenfel AC" beb Sinfelb 
H"AC" binliegt." 

Jn äbnlieber ffieifc äußert fieb 'JlJeier ^tirfeb in feiner Sammlung gcemetrifeber Ülufgaben 
isetf) (1. 13G,: „Cie 2iiiien DI. iinb DL' finb in ^tnfebnng ihrer abfcluten t^rüße cinanrer 
gleieb, UHb blefe ber i:age nach oerfebieben, biefe finb turef) bie beiren liGettbe ± W gegeben-, 
ebenfe finb eie l'inien DL' nnb DL'" bloß in ?lnfebung ber v'age berfebieben nnb bur<b bie 
beiben SGertbe ± w gegeben. 

§ 47. 

Coib finb b'aeroif nnb feine iMacbfolger ben sBcweio für ibre SÖebanbtnng febulbig geblie- 
ben, ber mobl um fo nätbiger fein möcl>te, weil bie t'inien DL nnb DL' einerfeitö nnb bie 
Vinien DI." nnb DL'" anbererfeitb jwar eine berfebiebene, aber nicht entgegengefebte Vage b>ibcn. 
Jiitern wir ben 2iewcie nacbfolgen laffen, wirb fieb lugleicb ergeben, baß namemlitb Jbeler fieb 
boib in bem i^eicbcn ber beiben Icbtgenannien Linien oergtiffen bat; eb ift nämlich HL'" pcfitio 
nnb DL" negatib. Um bie« aber beutlicb ju erfenntn, mfiffen wir oorlänfig ben itunlt D fo 
annebmen, baß er bon ben beiben gegebenen Settfeeebten AH u:te .\C eine berfebiebene (int 
fernung bat. 

eie fei baber wie biober DE == a. aber DJ b. Slueb werbe borerft angenommen, 
baß ^ ^ > a* -4- ift. Cann ift 
Fig. 9 ei'. 1) in sHcäug auf bao Creied ABC, wobei DL = x ift: 

: (x t) — I (* ■•■ “2)* “ *** ■ 

I. X« - M 4- f(®y-a»-b*] = o. 
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2) 3« iöcjuj) auf tae Ertictf AB"'C"', »ebei DI/" = x ifi, cv^ält mau 

('2 = (t “ = 1 t)* - ^ 

tocvaud genau bic nämlicbe ^Icicbung I. fid; crgicbt. 

3) aber in SBcjug auf ba« 'I^rciccf AffC", roobei Dl/ = x ift, ^at man 

(x -f- : ^x — = I (x -+- ) — n* : b, mcrane folgt 

II. X» — (a»+bs + '■*) X« — c.(bä — ii*;i [(2)* -«’' — *>*] ='>• 

4) @aii 5 bicfelbc C^lcidning 11. folgt aiicb in Söcjug auf bafl !^reifd AB"C", locbci 

DL* = x ift, au« bcr 'Vircportion: ^ ^ ^ — x) =: j (s-+- — »* : b*. 

fa nun bic eine bcr bcibcn Cilcicbungcn in bic anbcrc fibcrgclit, wenn man batin — x 
ftatt X fcftt, nnt jcbe (Slcidmiig jwei pofitioc unb 5 »Bci negatioe ©urjcln fjat, corau«gc(e6t 
nümlicb, ba§ feine imaginären ^hlurjeln mbanbai fiiib, fc ift Har, bap man bei 9luflöfung bcr 
t^leicbnng I. a(« pcfitibc Sertlje uon x bie beiben tJinien DL unb DL'" unb als iifgatice 
SBcrt^c Dv'ii X bic beiben l'inien DI/ unb DL" erbalten mu§: ii'cr bagegen bie (Sleicbung II. 
auflbfcn uu'Ute, mfitite natürlich ba« @egcntbeil ftiibcn. 3n beiben gälleti mürbe man übrigen«, 
ba bcr iSecfficieut »011 x* = o ift, finben, baß abfelut genommen DL + DL'" = DL' -f- 
DL" ift. 

Xa« ätorjeidjen tiefer bier Vinien beftimmt fiefa alfo tanacb, ob bic l.'inic, welcbe oon 
D nach tem ieceemaligcn L gejogen mitt, bei ihrer iBerlängernng äunäcbft ten erften geben 
fei AB Ober ten jmeiten gebenfet AC bc« gegebenen rechten Söinfel« llAC trifft. 

aber, loirb man fügen, fo geboren benn boeb nicht alle tier auflffnngen einer Slufgabc, 
fonbern äioci ocrfchictenen aufgaben an. Unfre anfgabe mar, fo genau wie möglich präcifirt, 
folgcnbc: 

,,lS« fine jieei auf einanter fenfreebt ftebente tiinien AB unb AC mit ein %tiinft D gege> 
ben; man foU an« cemfelben eine Cinie fo jicben, tag ta« jmifchen bie gcbenfel fallcntc gtücf 
BC = c »erbe; »ie »eit ift D ton ter 'JWitte L bcr taturch entftantenen gebnittpunfte C 
unb B entfernt, oorauegefebt, bap bie i'erlängerung ton DL jnnäehft ten erften gcbenfel 
AB treffen foll?" »oranf bcch nur bie beiten antmorien DL unb DL'" ju paffen febeineu, »äb» 
rent bie beiten aiitem antworten DL' unb DL" eine ganj antere (Vrage torausfeben, welcbe 
mit ter unfrigen eigentlich nicht« jn tbun ju buben febeint; bic berrfebenbe anficht, »onacb> bie 
anfgabe nidit für alle«, wa« in ter abgeleiteten läSleichung fteeft, oetantwottlicb gemacht werten 
fönne, intern biefclhc ©leidiung ja auch »obl anbern aufgaben enifprecbcn lönne, intern bie 
^leicbuiig 5 »ar eine Jolgc ter anfgabe, aber nicht bie aufgabc eine 5 olge ter hölcicbnng fei, 
behielte benn tod> wobl bic Cberbanb. — 

Ter Vefer ift längft in ben gtanb gefefjt, tiefe gtreilfragc felbft 511 entfebeiten. gellen 
nämlicb bic bcibcn anbern auflöfnngcn DI/ unb DL" IBejug auj unfere eigentlicbe aufgabe 

4» 
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Ijabcii, ic müffcn iiui^ fie bei flcfjbriflcr 'J5crfängeninA jiniätbfl beti etften Scbcnfel tfeffen, iinb 
bi« cm-iebt man befanntlid) auf fclaentc Sri : SJa» DL' anbelaiiAt, fp gebe nuiit »pnDau« übet 
G bixaup immer fort, bi« man über C' nad) 1/ aiifcmmt; bei ipcitcrer aSertäiigevung biefer 
Vinic femmt mait caim in B' bei bem etften iSebentel an; bet eben burcblaufcnc t&feg eon D 
bi« 1/ ift bann aber =. oo — DL', pbev = — DL'. 4i5a« DL" anbetvifft, fp gebe man 
Bpii D an« über B" unb H binau«, bi« man übet C" nach L" gelangt; inbem man biefen Söeg 
nptb meiler über D binau« eerfplgl, lemmt man in B" ^uerft an ben erften Stbcnlcl AB an; 
toirt nun gefragt, wie weit ber äsJeg mar, ben man ppn D au« in (fiebanfen ju burtblaufen 
batte, bi« man jnr iUlitte L" ber l'itiic B"C" = c tarn, fo ift bie Jlntwert: co — DL", »o* 
für man — DL" jit fagen pflegt. 



I'emnad) geboren alle cicr Slnfläfnngen ,;u unfrer einen beftimmt ausgebrudten Aufgabe, 
ee burfte leine fcblen ebev ancb nur mit einem anbern behaftet erfebeinen; nitbt» b«t 

ficb b'tl^b' ul« ftembartig ober nberpSig etcr unficber gezeigt; bie ©leicbnng ift ein genauer 
äbbruef ber turep bie Sufgabc anfgewprfenen {frage; Slufgabc mib ©leicbung fragen ganj baffclbe, 
baber letniten bie Slntwprten ber einen jugleicb fämmtlicb äittioptten für bie anbre fein. X;a§ 
au* gaiij anbre, fclbft rein aritbmctif*e 'älnfgaben») auf bicfclbe <^^lei*uiig fübten Ipitnen, bcein< 
tTö*tigt ba« eben 3iH«gcfpro*rne in feiner Seife; immer müffen unfre nier Vinten DL, DL', 
DL" unb DL'", mit geböriger jöerürffuttignng ihrer Gnantität unb Qualität, juglei* bie Snb 
wort für fene anbren Slufgaben ctitbaltcn. 



vfn ber bprigen »figur (B h mürbe, mic bcmerlt, angenemmen, tag (I)’ > a* -b- b* 



b'ig. H i. fei. r>aber eben maren bort jmei Surjeln ppfitic, äwei negatib. Senn aber, mic in {fig. (9 *), 

< a* -4- I)’ ift, bann ift nur eine Surjel negatis. Unb mirfli* führt bann i>pii un» 

fern oicr 'J>reiccfen nur ba« Creieef AB' CT auf bie öileidning II.; e« ift bann abfptut genom» 
men DL + DL" + DL'" = DL'. 

«pllte enblid» = a* H- b* fein, wel*cr {fall eintreten mürbe, menn D ctroa mit 

L" jufammen fielt, bann märe eine Snr;el DL" =: o unb bie btiben anbern pofitiben Surjeln 
mären, abfplnt genommen, ter einen negatiben gtei*; DL DL'" = DL'. 



3d> habe mehl ni*t nötbig, nun iip* auf ben {fall, dpii meldiem wir aimgingen, mo näm^ 
lidi a = b ift, mieeer ;urüd;nlpmmen, i* fanii ba« fügli* rem l'efer fiberlaffen. 



*) rfuin **eilpicl; li» (mb ttei gal)l<u », ’>, c 
©tigwiifnbfii. tüB 

p -4- q -t- r H- . = o, 
pq -4- pr -4- p» -4- i|r -4- q« 
pt(r -4- pi|H -4- pr.i -4- <|rs 
p . q . r . » 



gegeben ; man mgn »itr aiibete ^apleii p, q, r, «, pcii btt 

+ rs = «t -4- liJ -4- ‘ 

— c . («■•I — b«l, 

= (t)' Kt)' - ■< - ‘-J w 
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§ 48. 



Statt ^cffcll »ill i* in ter 3?crantfK6unjt, taj tt'tcter a = b ift, füt unirc Stufgabc 
Mn Söfg ;u einer rein geemetrifdjen VSfung bahnen, bie ficb oertheilhaft con bloßen 

geometriieben iSonftmcticnen arilbmelijcber SuObrüCfe unterftbeiben ntirb, »ie fol*e u. a. ©ijoiit 
(pag. 331) unb 'JMeucr ipirfd? (pag. 137) gegeben Ijnben. 



31rithmeti)(be Jlnalhfie. 

(" + yf ■■ (" - 

t) “ 



Ö« fei DL = X, fo ift: 

lY = ^ yY - “* ^ **' 
yY ’■ (* - 

“-)* = I* feht, ^ ; (x - * ) = (x 



Ober Wenn man 




■JJun aber berhält fid) in jebcm reditioinfligcn I'reiedc MO : MN ~ NO : NP. 

lio hinbert aber iiictjte, NP =: a, MN =r x — ® , NO = x + anjunet)men, wo 

bonn MO = £ wirb. lUlithin tomnit iiiijre Slufgabe baraiif priitf: (iin reefatwinfligeo X'rcictf 
ju machen, in welchem ber Unterfchiet ber «atbeten = c nnb ba* both auf bie 5>hpflenufc 
= a gegeben finb. lie httlbe Summe ber auf biefe Stfeife gefunbenen Jiatheteii ift bann taS 
gefiicbte X = DL. 



2) gig. y ß. lio fei auch DL = x, fo ift: 



(I- 

(I -«)■-(! 



*) = + *)’ - 
i)’= i‘ fc«i, e ■ (2 - 



a* ; a, ober wenn man 
-x) = (^ -Px) : a. 



Kig. 9 oe. 



Fig. 9 C 



Fig. 9/3- 



So tommen mir benii auf fotgeube Slitfgabe: Üin rreierf MNO 51 t macben, in weL gig. 9 fl- 

chem bie .pche NP zr a, ber Sinfel an ber Spiße N = 90* unb bie Summe ber beiben 
.viatheteu = c ift. 3!^ab gefuchte x ift bann ber halbe Uuterfchieb ber eben gefunbenen .tiatheten. 

19oUte man aber eine oon biefen beiben Dreicefbaufgaben arithmetifeb Ibfen, fo mürbe man 
immer jugleicb bie anbere mitauflffen, inbem man jeteemal auf bie nämliche uno febon belannte 
biguabratifche Öleichuiig 

X* — -+- 2 a®) X* = ) 1^2 a* — ^ J geführt wirb. 

'JUian tann alfo auf ariihmctifchein :i9ege bie beiben jlufgaben bom rccbtwinfligcii ^reieefe 
eben fo wenig auseinauber hüllen, wie bie »erfchicbenen Ouabranten bei unferm 'liewtonfchcn 
•%lroblem, fie fließen in ciiianber über. la® lann nur baher femmen, weil bie Summe zweier 
Seilen auch bie Differenj berfelbcn oorftellen tann, inbem ich i* bie fleinere Seite MN mir 
al® negalib beulen tann f= 00 — MNi unt bie Cifferenj ber Seiten bann eigentlich ihre 
Summe ift. . 
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Fig. 9 a. 



Fig. 9 1. 



Fig. 9 X. 



Fig. 9 A. 



C!^ccnictrifd>c 

1) 3)2an jici^c D eine dnie QR fcnftec()t auf BC, fo *clgt au« ect IciAt ju erroci' 
fcn«en iSonflnicitj tet Dreicefe QDJ unb BDE, ba^ QÜ = DB, unb au« ber Cenaruenj bcr 
üreiecte DER unb DJC, baß DR = DC ift. X'cmnac^ ift bie ?lufgabe barauf juTüdgefüljrt: 
(Sin recbtiDinriige« rireied CDQ eher BDR ju jeit^nc"/ •" mctelKra bie = a unb bie 
Differciiii ber Siatfjelen = c gegeben ift. 

2) Stueb ^icr jielje man QD CB, fe ift DJ(i ^ DEB unb DER ^ DJC, alfo einer» 

feit« D(i = DB, anberfeit« DR = DC. ®cmnacb ^aben wir »icber nur ba« rec^twinflige Brcied 

CD(J ober BDR ju jeitbnen, in welcbem auger ber ;p5^e = a bie Summe ber Satbeten = c 
gegeben ift. 

I>ic (Senftruttien biefer beiben I>reied«aufgaben übergebe idj unb berweife ben l'efer auf bie 
bertreff lieben Vbfungeu be« Dircetbre an ber iJetrifebule in iJanjig g. Strebte (Aufgaben über 
ba« grabclinigte t'reieef, Mbnigeberg 1S2Ü, pag. 48 nnb 52). tüJan femmt biebei nur bureb 3Ui 
wenbung bee Streife« unb bcr gcraben 2inie, wenn man übrigen« geroiffc bmi bemfelben abficbtlieb 
übergangene jweitc SetHtittpuutte gleiebfall« berüeffiebtigt, in beiben gäUcn auf jwei cengruenfe 
Treierfe FGS unb FG.S', wie fie in gig. 9 k unb in gig. 9 A borliegen. Jb^e Seiten GS unb 

FS finb bann bie 2inicn DC unb DB in gig. 9 ^ unb gig. 9 t. 

Sollte }wei congruente I^reiecfc werben meiften« nur für eine Slnflöfung gcbalten, inbeffen 
wir braueben für unfer 'fjroblem jweimal jwei Sluflbfungen unb bie finb auep oerbanben. 

!Denn betracbteii wir juerft gig. 9 k, bureb welebe bie erfte X'rciecf«aufgabc gelöft ift. 
5>ier foU niebt mir GS — FS c, fenbern auch GS' — FS' = c fein. Te«wegen haben 
wir GS' = ex> — t' = — g unb FS' = <x — g' = — f Ju feben. Tann liefern mir 
GS + FS f 4- g GS' 4- b'S' f + g . 

2 — = — ^ unb 2 = — — 2 beiben cntgegengeiCbten iöertbe 

für X, welebe ieb gebrauebe, um in gig. 9 y bie Vinien DL unb DL' jicben ju fömicn. 

gn gig. 9A, bureb welebe bie jweite Treieef«aiifgabe gelbft ift, folt fcwcbl GS 4- FS = c, 
als aneb GS' 4- FS' = c fein. Tie l'itiien GS' unb FS' bürfen hier alfo niebt al« negatic 



betrael'tet werben. ii9äbrenb nun 



GS — FS 



f 



g 



2 



ben pofiticen 



4l)crtb co: 

GS' — FS' 
2 



liefert, 

<-g 



welcben ieb braune, um in gig. 9 y bie 2inie Dl. ä" jeiebnen, giebt mir 

ben negatioen 3öertb oon x, bureb welelien ieb DL" erlange. 

Sa« alfo «er ^Iritbmetif nicht gelang, nämlicb bie beiben lireieelsaufgaben au« einanber 
JU bolten, ift ber (Geometrie gelungen, iiibem (ic, auf bie ’Änfebauung geftfibt, («rgfältig iwifdicn 
Summe mib Tifferenj ber Matbeten imterfebieb, fie but e« babureb müglieb gemaebt, eine 'äluf» 
gäbe, bie bei aritbmetifeber Söebanblimg auf ben bietten l^rab führte, bureb Mrei« unb gerabe 
2inie ju löfen. 

§ 49. 



Tieiinccb fatin mau, wie febon ‘Jtewton (pag. 120) angereutet unb töüjout fpag. 334) 
au«fübrlieb gezeigt but. bie borliegenbe :2lufgabe bureb eine bloge guabtatifebe ('bleicbung auflbfen, 
wenn mau al« unbefannte örbge eine t'inic wäbli, bie nur jmeibeutig ift. 
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iDJan Dftbinbc nämtictj in 5ta- fV bie 'iSunfte L unt IJ, ferner L" mit L'", jie^e ture^ 

Anne D bie l'inic TT', »cBurdj gig. 9 entfielt, in ntcldjcr, »eil AL = AL' = ® unb, ab» 

folut genommen and? DL = DL' ift, D'T auf LL' fentreefd ftebt unb an« ä^nlidjen Örün 
ben and) DT auf L"L"'. HBnnte man nun D'F ober DT finben, fo bftrftc man nur in 

Q 

T unb T votbe crricblcn unb aue A mit bem Siabiu« einen Srei« befdjrcibcn, »elcber 
jene l'ct^c in ben bter gefuchten fünften L, L', L*, L*" treffen mürbe, »eil fomc^l AL, wie 



auch AL" =: ~ ift. Tiefe beiben i'inien DT unb DT ju finben, ^at aber (eine $cb»ierigteit. 



Tenn c« ift LAB = LBA = BDK = n; »eil nun TAL = 45^’ -+- n, fo ift 
ALT = 4ö® — n; aber au<^ TDL = 45® — n. golgUc^ ift A ATL (oo A DTL. 

(Sbenfo ift A A'TL" ~ A DTL"; benn (fDJ = L"B"A = B"AL" = n', »eil nun 
TAL" = 45® — n' ift, fo ift TL"A = 4ri® 4- n', eö ift aber au* TDL" = ADC" = 4.5® -t- n'. 

Slue ber 9ebnlidjfeit ber genannten TreiedSpaare folgt, »enn »ir bie Tiagonale AD 
bes Ouabrato AEDJ mit d bcjctcpncn, unb DT =: y, DT = y, neunen. 



^ • V (¥) ~ ^ ~ = V' ('i ) — — <!)* : y — d 

y’(D* - = I' (D* - 



d. 



Tie hieraue flieBenbcn guabratifchen Wteichungeu 2 y* — 3 dy 4- j^d’ — ) J = o unb 

2 y,» 4- 3 d y, 4- I (D — (y)*J = <> 9'*’«" 

i (;)' = Tnub = -'H 

y = -l d4=]/(4)‘-H V («y = Tuub=- 



»oferu > d* ift. 



iUe »ir, um bie Page ber '^fünfte L uiib 1/ aiigeben ju fbiineu, fuehlcn, »ie »eit ber 
%bunft T auf ber Pinie AD rechte eon D liegen muß, fanben »ir, baß er auch ünfb bou D 
liegen fann unb jiigleich »ie »eit linfe; unb wenn »ir barauf behufe bcr (jonftructien ber 
fünfte L" unb L'" nutcvfuchen, »ie »eit ber -fjunft '1" linte bou D liegen muß, fo finben 
»ir jugleich, baß er auch reepte oon D liegen fann. lieber biefe (Stfeheinung, hoffe ich, »irb 
man fiep naep ben gemachten iOfittpcilungen niept »eiter »unberu. 



§ 50. 

Tie im oorigeu § gcmoiinenen IKefuttate haben für une noep eine befonbere löebeutung. 
1) SSJer nämlicp ®ü;out'e Tarftellung ber negatioen ‘Änr}eln, »ie »ir fie, ale »ir x 
fuepten, in gig. 9 cc unb gig. 9 ß Bermittelft ber Cuabrate A'E'DJ' fennen gelernt paben, 
auep hier feftpalten miSepte, »o e« fiep barnm panbelt, y ju finben, bcr bebenfe fclgenbcb. ®o 



Fig. 9 I*. 
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wie er cevt Kn pofitioen öJcrtlj een x auf DL, ceii negatiDcn auf DL' bejofl, fc müfite er 
y *'• J. ö. und) in gig. !) v, wäljrent er ten pcfitisen ®crt^ pcn y auf DT bcjic^t, Pen ncgaticcn 
SBertlj Den y auf DT' Pcsieljen, iDdctjc« abfelut itenemmen =: DT ift. I'aran ift aber nad> 
bem Der^n § iüd;t ju benfen, wie felcbeS aiicfa feben ®cffel in feinen iOedefungen aubfpracb. 

2) ®ie gefunPenen SfubPriide für y entf>alten für pcn erften äugenblid eine ©cbiDierigfeit. 
®ie äuepriiefe für x jeigten nämlid?, Pa§ rceim c’ < 8 a* ift, ?»ei Söuricln (DL* mip DL*") 
imaginär »urPen. Wit^in müßte Per jmeite ffiertß »on y ( — '!*) unp per erfte Sertb een 
y, (-1- T), mcldjc auf Pie beieen genannten SBurscln defug ^aben.v für Pen f^aU, Pa§ 

^ ® ^ ift, auf etwao UnmJglicbc« IjimPfifpii- Cfin feldjer ^inweiP ftbeint b’ nidjt eer» 

banpen, Pa fie aud) in piefem J-alle ctroae reelles geben. UnP Ped) ift er cerbaneen. Iia näm- 
lid) Pie beiPen SÖertbe een y ePer y, aus einer guapratifeben t'Aleicbung fitb ergeben unp Per 
eine SÖcrtb jur töeftinimung Per ftets reellen ®cbnittpun(te L uiiP L' unter allen UmftänPen 
reell ausfallen muß, Pa ferner jePe guaPratifebe tSleiebung entmePer jtoei reelle sper jmei ima* 
ginäre äuflbjungen bat, fc fann allerPingS Per anpcre 4l3ertb, Per ficb febt auf Pie imaginären 
«ebnittpunftc (L* unp L*”) bejiebt, nicht imaginär fein, er »irP aber in per erften ©leicbung 
für y, iDc mir iljn negatis eriuaricten, pefitiD, unP in Per imeiten öleiebung für y^, rcc 
roir ibn für reelle Scbuittpnnlte (X." unp L"') pofitip faiiPcn, jefjt, Pa fie imaginär finp, 

(/)■ 

SBurjeln, unP Pie vsc'le f^leidning für y, jmei negatise. ijiemit, meine icb, bat pie SUgebra 
Pie Unmeglicbfeit gewiffer ■Sebnittpunfte binreicbenp fignalifirt unp Pie ned) eft geäußerte fHn= 
fid)t, paß unmbglicbe f!üfnngen geemetrifeber 'fJrcblcme ficb aritbrneiifcber ÖebanPlung perfel» 
ben ftets Piircb imaginäre li'urieln perratben müßten, ift bienacb jn cerrigiren. 



negatip. I'enn effenbar bat, rnenn 



d® ift, Pie erfte ©leiebung für y jipei pefitipe 



§ 51. 

Vagrange, welcber ficb ilinlcr's liinleitung in pie Slnalpfie Pes UneiiPlicben, 3, pag. 528) 
auch mit Per 'liett'ton'fcben Slufgabc befebäftigt bat, führt als llnbefannte Pie iSntfernung eines 
Fig. 9 i Per Scbnitipuntie 11, B', H", 1!'" pcn J ein. Obgleich er PaPiircb auf eine DollftänPige @lei» 
unp ebung Pes Dierten ÖtaPes femmi, fo bat er pen iBcrtbeil, Paß er in Per Slcftimmung per 

Fig. 9 e. SBcrjeicben niebt irren (ann. 'JWit ;Hecbt ertlärt er paßer Pie beiPen ®treden, mclcbe auf Per 

einen ©eite Pcn J liegen, für pefitip, unp Pie beiPen anpern ©treden auf per anPern ©eite 
pcn J für negatip. Cenn fcrocbl aus Per ■fjrcporticn z : Vz^ b* = z — a : c, mepureb 

JB gefunPen iperpcn feil, als auch aus Per "itrepertion z;Vz* -l- b* = a — z : c für JB' 

erbält man 

I. z* — 2 u z* -b- (^a* -Hb* — c*) z* — 2 a b* z -H a* b* = o, 

Tagegen aus Per itrcpcriicn z, : Yi* -H b* = z, -H a : c, auf toelcbe man (emmt, 

wenn man JB* oper JB"' fuebt, p. b. nicun man fragt, loie »eit Per gefuebte ©dmittpunft 
tinfs Pcn J liegt, erbält man 

II. z* -H 2 a z,* -H (a* -H b* — c*> z/ -H 2 a b* z, -H a* b* = o. 
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ftcW a* -+- h*<c* fein müffc, ift mcbl farnn netbiß, ne* bclcntc« 

JJa tic beiben ('*lci*nnßcn, wenn man z = — r, ebev z, = — z fegt, in einander 
überßcbcn, fo if» irficbtlicb, ta® eie beiten tofitisf» Sßurjctn ter einen feHeicbimß negatiee Sut= 
jeln cct antevn fint>, nnt tajj alfo, rneiin j. iö. JB' nnb JB"' alt pcfitice Strerfen aufgefafet 
»erben, bie auf bcr anteren (reebten) Seite »cn J liegenben JB mit JB” negati» fein mnffen. 

riefelbc Ueberiengung getoinnt man autb, »enn man beite biguabratifd'c @lei<bungen auf» 
Ibfl. 3“’^ örlcid'tctiing fc^c man »ictev b = a, bringe bat »en c’ abbängige ©lieb auf bie 
anbere Seite bet ©leicbbeitt^eitbrnt mit abbirc nc* auf beiten Seiten a* z* aber a* bann 
erhält nun aut I. (z* — a z + a*)* = (a* -1- c*) z*, aut 11. -4- a z_ + a*)* = (a*H-c*) z^*. 

SejI mau nun Va* 4- c* = r, Vc* — 2a*-j-2ar = R, Vc* — 2a* — 2ar = R', 
unb beadtet, tag man für jete einzelne ?luflcfung bat 'Borseidicn Den r fcftiubalten bnt, fe fint 
bie Dier tUurjeln aut 

1 . 11 . 



II r K 




a r RI 


2 Y J 




2 2 2\ 


a r R 




a r R 


2 2 ~2 




2 2 2) 


a r R' 


“ 1 


a r R'j 


’2 2 2 




~ Y Y ~ 2'| 


a r R' 




a r R'l 


2 2 ~ 2 




~ 2 T y| 



»el*e bcutlicb jcigcii, tag SBur^cln, tie in 1. pcfitiD fine, in II. negatib fiiib mit umgetebrt. 

3n fe fern a =: b ift, geben natürli* tie gefuntenen Sluterüde für z jugleid an, »ic 
Weit bie Sdnittpunftc C, C", C", C'" een E entfernt finb. 

I;ic X'eutung ber negatioen ÜBurtetn in I. unb II. faim id> fügli* tem b'efer fclbft überlaffen. 

8 52 . 

Slber et »ire ^cit fein, tag i* tie Deutung ber imaginären '^ur^eln unternebme, 

tie bann ynm 'Berfdcin tenimen, »enn c* < 8 a* eter < d* ift- 

Sc Diel i* »ei§, bni aitgcr Söüjeut (pag. 336) 'Riemaiib au* nur bie (frage Dergelcgt, 
in »clcber öcjicbung tiefe imaginären SBurjcln ju tem üic»ten’fdicn d'>fbbleme fteben. Um 
fe netbiger febeint et mir, juiüdft iöcjeut't 'ilnfi*t mitjutbcilcn. 'Dian tente fi* na* feinet 

Slnlcitung in jfig. 9 \a aut L mit cem dlabiut einen .Weit befdrieben, Dertängerc DT bit 

5um Streife in M. Ila MAB = 4ö® ift, fe ift MLB = 9U®. Tiabcr ift ML bie mittlere 
geemetrifde 'fjreportionale jroifden DM unb MT. 2iun nennt er AT = ij unb erbält bann 

( c \z H 

für feine Unbefannte tie beiten 'duttrüde n =: — — ± 

( d \s 1 / c 

■+■ 2 {y/ ■ bejicbt bttt ridtig ten negatiDcn ^ertb 8 , auf AT unb fährt 

5 
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bann fcrt: Mai« il «c präsente ici uuc r^marqne importante faire. II peut arriver que 
l'are que Ton voudra d^crire du p^dnt A comme centre, et du rayon -g- c, ne rencontre 

pas la pcrpendienlaire T'L", parccqnc la quantit^ c peut etre plus petit que AT. 

Or nou8 avon» dit que lorsqne les questions du second degr^ ^taient impossiblcs, l'Al- 
gi'brc Ic faisait connaftre, ccpcndaiit daus l'^quation (für q) rien ne maniteste dans quels 
cas cette imi>os«ibilit6 a lieu; ear.tout est ndeessairement positif bous le radical. 

Voiei la Bolution de cette dilfienltö. II est incontestablc que lorsqu’ mie qiicsfion 
expriniic algöbriqiiciiient, sera impo.ssibic, l’Algt-bre iiianifeBtera cette iuipoB- 
sibllitä; mais il laut bien faire attention que ce »era lorxq’on aura expriratS pur cette 
mcnie Algebre, tout ec que la question «upposc, soit explicitement, soit iinplicitement; 
or c’est pröcist'ment ec qui n'a pas licu ici. En effet, la question suppusc tacitement 

que les trois points D, A, L, ne sont pas sur une müme ligne droitc, et c'e»t cc que 

nous n’avnns point exprime algebriqiiement; tiou« avons exprimd que LM ötait moyenne 
proportionclle entre DM et MT, propri(?te qui appartient i\ la vürit^ au triangle rectangle, 
mai» qui peut avoir lieu anssi lorsque les trois points 1), A, L, soiit supposes en ligne 
droitc. En effet, il est evident qn’on peut sc proposer cette question: Trouver sur la di- 

rection DL, quelle intcrvalle il faudrait laisscr entre les deux droites, DA et ML de 

grandcurs coniiue», pour que ML soit moyenne proportionclle entre DM et ^IT, le point 
T Stallt le milieu de A.M. ür cette (juestion conduit pröeisüiucnt ü la memc 6quation 
que ci-desBU«, et cette equation donne deux Solutions, l’une pour le cas oü les deux 
points A et M sont entre D et L; l’autre, pour le cas contraire. 11 n'est donc pas 
ütonnant que lorsque la jiremiere question devient imi«)88iblc, l’Algi'bre n’en dise rien, 
puis(|u' eile doit donner la solution de cette sccondc question qui est toujours possible. 

IVan ujitb jujjcben müffen, tag iö^jeut Sie ^icr cbmaUrntc »idit adäft, 

iontrru nur bei Sdtr gefebeben Ij^i. I'ie Slufaabe, bic idj mir bcracnemmcn ^abc, jn Icfcn, 
ifi bic: nadjjuuicifcn, in mdtbrr innigen Söejieljuna bic erijaltcncn SBcrt^c für x, y, z pi bcm 
OJen.'icii‘)djcn 'T'^cbleni fdbft fielen, mcim bic Scbniltpunfic L" imb L'" imaginär mcrbcu. 3“ 
biefem ^»cefe iseUeii mir mib obn« 'Jßerurt^cit ocii bcu i'erl^äliniffen leiten laffen. 

§ 53. 

Cer SBcrtb bon y,, »dcbeii »ir rnn^ § 4<J auf bic I)iaacnalc DA im ‘ibiuftc Ü nacf> 
lintb bi« f«b unfern afafutbärtigen 3®'** aufjutragen buben, b*’‘>BD y, = — X 



( 0 )*■ 33brau«fagung, tag < d ift, na(b 

S ,ö(» negati» aubfäUt, fe buben mir feinen abfcluten Ül'crtb V = -|- d — V (“f) “*"v(2) 
Eig. 9 o. nad) recht» b'« aufjutragen; e» fei aifo in Big. 9 » DT = V, in T Ijuben mir ein üctb ju 
erriebten, FO, bann au» A mit bem IRabiu» AO = y einen Srei» ju befebreiben unb bic 
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gcbrtittpunftf tes Äteiics imc vctbe« in retitm ^Jctradjimig jicSfii. ‘Jlkv, »cif c Hein 
ift, (nifle^cii feine vedlen «cbnittpuiiftc, »ic ööjout nad) § 52 gnnj ti*tig ertimm 6 at, ein 
3 ei(t>en eben, enp eb iintee ber jebt gemaditen 'fScrauifebung unmbgiie^ ift, iniierljülb beb Cua- 
bvanten FAG pcn einem feiner Sebenfel bi« jum antcni tureb I) eine Vinic = c ju jieben. 
Cbglei* mir nun M« Unmögiicfjc niebt meglul) macben ffnnen, fe ift e« iinfre 'ffflitb* ju unter* 
fueben, ma« bie imaginären Sc^nittpunftc Ijict ffir iRefuitate liefern merben, bcn beiien feit 
breipig Aa^rcn botb fd>en fc biel gefebtieben ift. Unter aitbern bat Gba«le« (lYaitd, paf*. 459, 
l.ib pied de la perjiendieulaire abai».sec du eentre d'nn cercle snr iine droite est Ic mi- 
lieii des denx points d’interseelion, röel» ou itnaginaires, de la droite et du eerele) be* 
ibiefen, bap T bie 'JDfitte ^wiftben ren beiben ^'iinften ift. T'i'd' bat er feiner 'Dietbebe »egen 
bie Stelle bet itunlte felbft niebt angegeben. Sein lleberfeper Dr. Sebnufe (bie CArunblebrcii 
ber neuem (i*ccmetrie, 195(i, pag. 41 unb 270), in ber 'JOfeinung ficb auf If^aup ju ftüben, 
fagt, bap fie, eben meil fie imaginär finb, nicht auf FG liegen fbnnen, fbitbern auf ber bureb 
T gejegenen SentTeebten AA', in gteicben Jlbftänbeu bcn T. Atb fann bem aber niebt beitre-- 
ten, fenbern mit 4)epignabme auf jroei meiner ftübern Sebrtftcn {lieber bie Sln)abl ber ölicbet 
in ben gnmmenfcrmeln ber 'Itregreffienen, 1H45, pag. 17, unb iMuflSfung ber lubifeben tJ'lei* 
dningen, 1801, pag. 4) behaupte ieb, bap biefe imaginären Sebnittpiinfte auf ber ibealen Se- 
fante FG felbft liegen uiib poar, bap e« bie 'fjunfte L mit L' finb, loelebe man babnreb erhält, 
bap man in bem iSunfte O bie ju bem Sreife A jugebbrige glciebfeitigc |>bperbel L'OG geiebnet, 
beren halbe .^aiiptayc AO ift. Tie im SUIgemeinen berocife ieb babureb, bap ieb 

fage: Se lange in ^ig. 9 i* AT < ^ mar, nmpte ju feinem Quabrat (ri*) imcb ctioao 

fitibc« (TI/* = n*) abbirt »erben, um ) 5 >t erlangen; febalb aber in gig. 9 o AT 
(» 

ober ' >2 Cl'mbrat Y* et»a« Diegatioc« ( — L'*) abbirt »erben, 

»eim mail bceb nur ^ ^ erbalteti »ill. 'lliin ift e« aber in ber ’JOJatliematif fonft immer 

(5)ebraueb, »aö b»p burd» - 4 - ober — miterfebieten ift, in eine iSinbeit jufammen 511 faffen. 
il9arum »ill man beim hier ä»if4'en ter iSuroe, »elebe in gig. 9 ft an bie (^teicbuiig -l- u* 

“ ( 2 ) 5 »ifeben terliuroe, »elebe ingig. 9o 0011 ber ©Iciebuiig Y* — U* 

~ ( 2 ) abbängt, bie in tbeoretiuber piiifiebt bureb iiid)t« gerechtfertigte Stluft länger befteben 

laffen? ’JRan bat alfe ein IKcdjt, bie .'ppperbel L'OL geioiffer 'JJfagen als eine gcrlfebung be« 
Sheife« um A aiignfeben, baber finb L unb 1/ bie b>fr iöetracbt fommenben imaginären 

Sebnittpunite gmifeben bem Streife .A unb ber ibealen Sefaiite FO. 

Ifbe ieb »eiter gebe, »ill ieb ba« fo eben im SlUgemcinen gemennene fRefultat an ben in 
teil frübrrn §§ cntipidelteii aritbmetifeben 'Auatrilefen für x unt y prüfen. 3 n iöegng auf 
gig. 9 »ar 

5* 
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}/ ^ ^ 
}?= i a* + 



vay^i (I) 



-T '‘^■ 



"iDa nun x* — a* 



-f- ^ r, »0 r = Va*+c*, ulfi> 

(•|-)’— ar ifi, fc bleibt für I/r* 



übrig: u» = _ ^ + _ 



a r 



^ , ein Jlueerucf, bat trir au(b unmiftclbur aue ben in § 47 
»ortommenben ä^nlicben T'reiecfcn Jütten ablcitcn fbnncn. 

iöcil aber, trenn in gig. 9 o c* < 8 a* ift, x* negatib = — wirb, fc miife felbft« 

2 2 

Derftänblic^ and) u=* ncgatic toerfen = — ü* fo ba6 »ilfo IJ* = -7 ^ 



a r . 



4 8 4 

gerner batten wir für gigiir 9 n ben abfcluteii ©mb een AT" = — ti, gefunben 
= T ( 4 T ( 2 Y’ = T V- 



gig. 9 0 erbaltcn toir für AT = V unb für AT* = Y* biefelbcn aritbmetifeben Stiiebriirfc. 
^Jemnart) ift roirflicb bert >(,* + u* = unb hier Y* — U® = ("f") ' Si^niit befft 



i<b, bie jur (Soibeii} naebgewiefen ;ii babeii, bag b'« *>if fünfte L unb L' bicfelbe SKelle fbielen, 
leeUbe bert een ben fünften L* iiiib L*” übernommen lear. 

©enn nun alfo in gig. 9 o L unb L' bic imaginären Sebnittpunfte finb, fo paben mir 
jebt oen D but<b biefc fünfte b'inien ju jirpen bio babin, icc fie bie Scpentcl bco gegebenen 
rctbteii ©infeie JAK treffen. Die gipirung ber baburdi entftebciiben Sebnittpunfte fami niept 
fcb»ierig fein, nadtbem wir in § 49 erfahren paben, n>ic nteit fie eon E unb J entfernt finb. 
f on ben bort aufgefteUten oicr ©ertpen eon z, paben teir für unfern ^leerf bic beiben lepten 
JU leäplen, roeltpe lauten 

z, = ^ ~ ± ^ , tt'o R' = Vc“ — 2 a* — 2 a r. 

Ta aber gegemeärtig c* < 8 a* ift, fo ift biefc« R' imaginär, etwa = 2 i P, leo bann 
P reell unb = -^ V2 a* + 2 a r — c* ift. Ter Stiirjc teegen fepe icp noep ben reellen 



r ““ * 

Xpcil eon z, nämlicp — ?■ J'ann geben bie Slueerücfe z^ = f ± i.P an, wie »eit 

bic gefuebten ©cpnittpunltc linf« eon J ober unterpalb E liegen, .^ier ift ee angebraept, fitp 
bet («auBifepen Xpeotie eon ber (ionftruction complcper Sluetrüefe ju becienen. ©ir fepneiren 
alfo juoörberft linfo eon J ein ©tfuf JE = f ab. ©äre R' noep reell, fo müBten »ir jept 
eon F üuo naep ben ganj entgegengefepten iKicptungcn FM' unb FS ©tücfe = R' abfepneiben. 
3lun aber, ba R' imaginär ift, b. p. im palbcn ©egenfape ju ber urfpriingticben Dfieptung 
JF ftept, paben »ir natürlicp in F ein l'otp lYA' ju erriepten unb barauf naep entgegengefepten 

IKicptungen bic ©türfc FR' = FR =: P abjufepneiben. Ifbenfo tragen »ir unterpalb E bi« 

Pinie EG = f auf, erriepten in G ein Potp unb maepen GC “ GC' = P. Tann geben bie 

fünfte R unb C ciuerfeite unb bie fünfte R' unb G aiibcrerfcit« an, »ic »eit mau bic Pinien 

DL unb DL' naep beiben ©eiten ju oerlängcrn pat. 
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* 



§ 54. 



Son ten fic^ jc^t aufbrongentcn Jragen »tU ic^ junädjft tic beantroorten; Ob bie »ter 
'ßunftt B, D, L, C ober bic bier i^uiitlc C, D, L', B' in einer geraben Sinic liegen? 

Oa tg . TDL = -y = 3 AP ^ , if,, fe if. tg . EDL = ^ J ^ 



n w p 

ferner ift tg.C = ^ ^ 



• P' 



Seil fi(^ aber leicht nac^lseifen lägt, bag 



2P — 3a+r 
2P-f-3a — r 



= ^ p ift, fc folgt au« C = EDL, bag bie beiben ©etaben DL iinb DC jufammenfallen. 

a p 

Oann ift in bem Oreied BVD bie ßinie DV = a — P gemacht, mitgin ift tg B = 

a P ^ ^ 

Da aber f* P* = a* ift, fo ift aueg = — 4rr>' B unb WDC = 

y & “T“ * 

BDV, b. g. BDC ift eine gerabe Cinic, alfo ift auch BDLC eine gerabe Cinie unb ebenfo 
aueg C'DL'B'. 

9tun tttoUen wir naegfegen, ob aueg wirlticg L unb L' bie iSiitten biefer beiben @eraben 
finb. ©0 wie bei gig. 9 u* = . (d -j- y,) war, fc ift fegt in gig. 9 0 U* = 

Y . (d — Y), b. g. DU ; UL “ HL ; UA. Slffo ift ALD ein reegter Sinfel. 3luo ber Gon« 
grucnj ber beiben Drcietfc AFB unb AOC folgt, bag AB = AC ift. 'J)fitgin ift L bie 'BJitte 
ber ©runblinie BC eine« gteiegfegenUigen Dreied«. Daffclbc lägt fieg oon L' naegweifen. 

Die beiben Öeraben BC unb B'C' finb einanber gleicg. Denn eo ift A'C = f-t-a- 4 -P 
= A'B', unb bag C =: B' ift, ergiebt fieg au« folgenben ißetraigtuugeu : AFA'G ift ein JQua« 

brat, bejfen Diagonalen AA' unb FG finb, mitgin ftegt D oon ben ©(genfein beb reegten Sin« 

fel4 A' gleicg weit ab; bager ift ee leicgt, ju bem Dreied DWC ein anbere« mit bem Sinlcl 
B* jii jeiegnen, welge« igm wegen ber ö5lei<ggeit ber Gatgctcn congruent ift. 

G« ift AL = LC unb AL' = L'B”. Denn ee ift < LAT = < TLD = < GLC, 

unb weil LGQ = 45® = TAN, fo ift amg < LAN = C; augerbem ift LNGQ ein Qua* 

brat, alfo ift ALN ^ LQC. 



aber, wirb man fagen, wae fann bae allee gelfen? ce ift boeg nigt BC = c, ca offen« 
bar AL >■ ^ ift. Sir wellen une bureg biefen Ginwaiib niegt aufgaltcn laffen, fonbem um 



terfuegen, wie grog gier BC ift. Da ber Sinfel ALD ein rc(gter ift, fo gaben wir AL* =r 

2ar „„ 2a*+2ar — c* 

4 



AT. AD = Y.d = --®'* unb weil P*z=- 

4 



^ft,fo iftAL*=(|-)*+P*. 



aifo nur fo lange ~ > ober = d ift, ift BC* = c*, fo halb aber < d wirb, ift 
BC* = c» 4- (2 PJ*. 

Sir finb fegt auf einem ©tanbpunfte angelangt, oon wo aue ce wünfegenewertg ift, naeg« 
iulefen, wae Ggaelce bei Grwägnung bce 3maginären über parties permanentes unb parties 
acijidentelles einer gigur fagt (öefegiegte ber ©eometrie, überfegt oon ©egnfe, pag. 2i)3, ben 
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Apercu historique (cltfi bal>c id) nicht ju i'#cfi(ht befcmmfii). raiia* njürht’ au« Cer Ziemten» 
leben äufflahe etwa fi'laciirc« Ibecrem »fttcii: ffinin man in teil oi^uren t> f» mit 9 o 

au« A Mveifc mit fern 'Jiatiu« J'j bciebteibt, Bie Iliaijpnale Al) =r d te« Cuatval« ARD.) =z n* 

3 / / d \ I / c \ * 

nach linf« bin ton I) an« um y, =r — d ^ -+- — ^ ^ Bcrlän.uert, in Ben 



(SiiBhuntien tiefet t*etlängerun,-( V'ctbe eniebtet, ipeldu- jene «reife in \j fdmeiBen, »etm man 
ferner tic v'inien DL nach beiten 5eil«n betläiigert, bi« fie tie «eiten teS Ciiatrat« in H une 
C treffen, bann ift unter allen Umftänren L oeti A, H, C ijleidi roeit entfernt. Ta« märe 
nach läbdble» eint bleiben te tiiaenfebaft tcr jjiittit. Aft bei tiefer Öelegenbeit, mie in f^ig. 9 /x 



d, ft fcmnil lU'cb taiu, taji Bü* = c* ift; ift aber, wie in f?ig. 9 o 



d, fc ift 



HC* = c* -b- (2 l’.l*, and) fint H imt C oen A gleitb meit entfernt. Ta« mären tarnt bleR 
jufäfliae iSiaenfchaften tcr fpeeiellen 5i)iwreti. .'fiiernacb fennten mir fagen: Cbgltieb e« bei 
gigiit 9 0 unmbglid) ift unt bleibt, tureb D eine V'itiie = c in ter angegebenen Seife jii legen, 
ft genügt tie »en mt« gezogene i'inie BC teeb in ter bl ei beuten )Kelatitn, mtnad) fitb auf 
ihr ein i»untt L angeben lägt, melcber ten B unt C mit A glcidi meit entfernt ift. Senn 
aber l£ba«lt« faft in einem Jltbempigc fagt pag. 39.'): „Senn }. 2). ein tnrd) tie Sfecbimng 
gegebener iJliibtrucf jur tBeftimmnng eine« itutifte« auf einer i'«eraten imaginär ift, fo märte 
man einen febr beteutenten gebier begeben, menn man tiefen 'Biiiift ttnftriiire!i mellte, al« menn 
feilt flubtrucf reell märe. Ter auf tiefe Seife cenfttuirle ‘Itunfi mürbe meter ju tcr gigur, 
noch JU ter Slnfgabe, tie »orgelegi ift, gebüren, unt alle an« ter söctraditung tiefe« ■fjunlte« 
abgeleiteten 'Jiefultatc mürben falfcb fein." — mit pag. 397: „Tie eierrelaticn »en gigiircn, 
melcbe tatiireb UHterfebieten nnt, tag man in ter einen al« reell einen ?lii«triKf ecnftriiirt, ter 
in ter ontern imaginär ift, ift ein iSbegeiiftaiit für ganj neue llnterfucbiingen, ten teilen ee uii« 
ftbeiiit, tag fie ju einigen allgemeinen l^cfcben ter jln«tebniing fübren tönnen, melcbe ten (5iii 
fing tcr geemetrifeben Tcctrinen terraebren türftcii", menn er auf ter einen Seite tcr ter 
gtentifieirung tee .«reife« mit ter jiigebSrigeii Jfibperbel marnt unt anf ter näcbften «eite tie 
lirfelge lebt, melcbe Vamberi tatureb erjielt tiat (tergl. meine ?lbbantlnng über tie fiibifcben 
(JAlciebungen, pag. 2) — fe meig ich mir ta« nid)t jit erflären, nehme aber teeb taten ller^ 
anlaffung, tem 'Jiemlen'fcben 'Problem lieber felgente gaffung jn geben, mebei fämmtlicbe ge 
memienen 'Jiefiiltale in gleicber löcrecbligniig neben einanter erfcbeiiien merten mit ficb niebt« al« 
bieg jufällig bcraueftcllen mirt: Üliaii feil tiircb ten itnntt ü »en einem «du'iifel 
te« rccbteii Sinfel« A bi« jum anterii eine Vinie BC legen, melcbe al« = 
petennfe eine« Treiceto aufjiifaffcn ift, teffeii eine iSatbcte c ift, unt reffen 
antere iSatbete teppelt fe lang ift, al« ficb ter Stbftant te« «ebnittpunfte« 
eine« Scbentel« te« rechten Sintele A unt tcr gefuditen V'inic »en tem näm> 
lieben «cbcntcl te« reebten Sinfel« ten Umftänben nach ergeben mirt. 3cb 



ß 

habe mebl taum iieibig ned> binjujufngen, tag, menn > 3 >ft. t'i’l’ft Jlbftant = o ift unt 
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0 

bann alfc BC = c werten feil, ta§ aber, wenn y < d ift, ter ?lbftant weaen ter lateralen 
9agt ter erwähnten ©(fjnitttunfte = P ift. 

Daaeflen will itb nceb befontere tarauf aufmerfjani maeben, tafe, nadjbcm DT = V = 
3 // fl 1 7c~\* 

d — l' -t- — cenftruirt werten ift, unt mit $ilfc te« rechten SBinlel« 

DLA ter ‘f.tunft L beftimmt ift, man weacn ter t^leicbuna f* -f- P* = a* ober and) wcflcn 
AL = LC burtb einen öogcnfcblaa ben 'fjunli C gewinnen fanii, in Setge teffen tie Sen« 
ftruction ter imaginären Situräetn ter§ 51 aufgcftellten bignatratifeben ©Icifbung z, = f ±i.P 
c^ne alle 'JKii^e ;u toUjieben ift 

§ 55. 

iiacbtem auf tiefe löeife für imaginäre SdmittpiiiKte ter jwifc^n y, unb 

z, auf taa SScUftäntigfle ter üugen gelegt ift, Wellen Wir neeb jeigen, tag tae imaginäre x 
biefen ^ttiummeubang niebt ftert, fentern im tSegentbeil über unter Problem ein gaitj neues 
Vitbt »erbreitet. äiJenn man in gig. 9 /z DT = y, unt TL" = u geberig beftimmt but, 
mit wenn man bann aua L" mit tem 'Jlatiua x einen Jtreiä bcfcbttibl, fe wirb terfclbe wegen 
ber (>Heiibung y,* H- n* = x* tie Uinie AD jutiätbü in tem 'ftunfte D treffen, aber and) in 
einem itunfte D',’ ten man tiird) itertängerung ten AD über T binaue erlangt. Cbglcicb 
bann AD' > AL" ift, fe wirb man tennoeb tureb D' »erfebriftamäBig jwei i;inien, fetc =r c 
legen fbnnen, wenn man tabei iiacb Anleitung bea »origen § L" unb L" alä imaginäre 

0dmittpuntte auffagt. 

X:ie eben erwäbnte öleiebung y,* - 4 - u* = x* gebt nach § 53 für gig. 9 o in felgenbc 

über: U* — V* — X*. 'isjenn man taber b'«* RT = ' “»t "TL = U tem angefübrten 

§ gentäp beftimmt b'it unt au« L mit tem iRatiiie LH = X einen Hrei« beftbreibt, fe trifft 
tiefer turd) feinen ibm jugeberigen |»bpcrbclbegcn DHD' bic l'inie AD niebt nur in D, fenbern 
auch in tem ibm entfpreebenten i.tiintt D', wobei natürlicb DT =: D'T unt DL = D'L ift. 
^iebt mau tann tureb D' mit L einerfeite mit tureb E)' mit L' aiitererfeit« bi« an bic 

0(benlel te« gegebenen reebten Jöinfcl« JAE tie l'inien SM unt B'M', fe fint biefelben niebt 
nur unter einantcr gleicb, fentern jetc »eii ibnen ift auch = HC =: lEC. 3»ti> löcmeifc 
führe i<b felgentc« an: Xüe 43intcl MLC unb CLEi fint gleidi, weil ihre «cfaeitelwinfel gleicb 
fint, LOti = L(tN = 45®, alfe ift aiidj C — M. äsJcil ferner LQ = LN ift, fe ift aud; 
QC = X.M unt GC z= GM = P. Taber ift A'C = AM, weil jebe üinic = a 4- f -H P 
ift. 91mt felgt aua ter iSeiigruenj ber Treicefe A'HC unb ASM niebt bieg, worauf ca junäcbft 
anfommt, tag HC = SM ift, fentern auch, tafe A'B = AS ift. 'Weil aber LQ bie |)älftc 
»en A'H unt alfe auch LN bic Jpälfte »eii AS ift, fe felgt, tag, fe wie L tie iDlitte »en 
HC ift, aud) L bic 'Ülittc SM ift. Taber ift AL = L.S = LM. (?lueb ift FH = FS 
=: C^G = GS' = P.) vEd) nenne neeb ten fenfreebteu Slbftant tea '^tunfte« D' »en ten 

gcbenfelii te« gegebenen reebten Winfeta a' unt SM = c' eter AL = fe tag alfe a' =r 
f unb Y y ( 0 + 1’* 'f>- 
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Isicfc 9{ciu(tatc fitit für ta« oorlicgcnSf iJroMfm »cn bciontctcr ®eticutung, »tr 
fSnncn nämlicb icgt ffientt burc^ ten D ttiiier^alb te« Duabrantcn 

M'AM mcgtn bca ungünfligcn ©TcBciibct^ältniffc« üWifdjen a unb c fic^ nur 
imagiu&Tc tinicn BC unb B'C', cbc = c' ftgcn (affen, fo (ann man butdf ben 
i^m enifprccbenben 'fjuiift D' jroci tcede Linien SM unb S'M' sieljcu, mc(cbe 
jenen gleidj unb parallel fiiib; bic ©tbnittpunftc I, unb L', welche für jene 
imaginär roaren, finb für biefe reell, gerner, wenn burdj ben 'jjunit D' »egen 
ber günftigen iBefcbaffen^eit bon a' unb c' jwei reelle Linien SM unb S'M' 
jebe rz c' gelegt werben tennen, fo ifl man noep im Staube, bon bem ibm ent* 
fprccbeiiben %tunfte D aue butd) i^rc 'JKitte L unb L' jvoei imaginäre iJinien 
bon glcidtcr Sänge unb Sage ju jie^en. — and) ift niept au§cr äept ju laffen, bag bie 
beiben 'Auflöfungen BC unb B'!?, meU^e für ben gegebenen rctpten Sinfel MAM' imaginär 
waren, für ben gegenüber liegenbbu vedüen Söinfel CA'B' reell finb, unb umgelcbrt, ba§ 
bie beiben anbern auflbfungen SM i b S'M', wcltpc für A reell waren, für A' imaginär finb. 

3cb überlaffe eb bem Sefer, a> gig. 9 fJt. über ben bem fSunlte D entfprecbeiiben fjunlt 
in ®ejug auf T, weldter über M b. ue liegt, abtilicbe tBctracbtungen airjuftellen. 
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